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RESUMO

Este trabalho apresenta a interagao entre populacgoes de presas e predadores, por meio
das equacgoes Lotka-Volterra. Tendo como objetivo analisar as trajetérias do sistema
predador-presa. Para este fim, realizamos uma pesquisa bibliografica e exploratéria para
aquisicao de conhecimento necessario para o objeto de estudo. Entao, apresentamos a
solucao geral para sistemas lineares homogéneos, em seguida analisamos as trajetorias
para cinco casos de autovalores. Discutimos sistemas autonomos e estabilidade, sistemas
nao-lineares e, por fim analisamos o modelo predador-presa, do qual obtemos algumas

informagoes.

Palavras-chave: Autovalores. Modelo Predador-Presa. Sistemas de EDO’s. Trajetorias.



ABSTRACT

This work presents the interaction between prey and predator populations, using the
Lotka-Volterra equations. Aiming to analyze the trajectories of the predator-prey system.
For this purpose, we performed a bibliographic and exploratory research to acquire the
necessary knowledge for the object of study. Then, we present the general solution for
homogeneous linear systems, next we analyze the trajectories for five cases of eigenvalues.
We discuss autonomous systems and stability, non-linear systems, and finally we analyze

the predator-prey model, from which we obtain some information.

Keywords: Eigenvalues. Predator-Prey Model. EDO systems. Trajectories.
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1 INTRODUCAO

Apresentaremos, neste trabalho, através de Sistemas de Equagoes Diferenciais
Ordinarias (EDO), a interagao que ha no ecossistema entre uma espécie denominada de
predador que alimenta-se da outra espécie, denominada presa. Por exemplo, no distrito do
Rio MacKenzie no Canadd, a principal presa do lince é a lebre da neve, e as duas espécies
tem um ciclo de aproximadamente dez anos. Podemos ainda, citar o caso de raposas e
coelhos numa floresta fechada onde as raposas comem os coelhos e estes alimentam-se da

vegetacao.

Essa dinamica entre as duas populagoes pode ser compreendida por meio das
equacgoes Lotka-Volterra, mais conhecida por modelo predador-presa. Este modelo foi
desenvolvido pelo biofisico americano Alfred J. Lotka (1880-1949) e pelo matematico
italiano Vito Volterra (1860-1940).

A partir de algumas hipoteses, chegamos nas equacoes de Lotka-Volterra

de/dt = axr—axy=z(a—ay),
dy/dt = —cy+ pry=y(—c+ px).

A constante a é a taxa de crescimento da presa na auséncia do predador e ¢ é a taxa de
mortalidade do predador na auséncia da presa, « e 3 sao medidas dos efeitos da interagao

entre as duas espécies.

Sistema como este é interessante porque evidencia a utilidade da matematica em
situagoes reais. O interesse neste estudo surgiu ao fazer a disciplina de Equacoes Diferenciais
Ordinarias (EDO), onde percebemos um tépico com bastante aplicagao. Vemos, com este
trabalho a oportunidade de aprofundar o conhecimento sobre essa disciplina bem como
aprender novos conceitos que nao foram estudados durante a graduacao. Como, por
exemplo, sistema de equacoes diferenciais lineares e nao-lineares e estabilidade local de
EDO, bem como com o modelo predador-presa, que além de permitir compreender alguns
fendmenos que ocorrem na natureza, permite explorar conhecimentos de matematica e

biologia.

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo apresentar e analisar as trajetorias de
solucoes de sistemas predador-presa. Para isso, desenvolvemos uma pesquisa bibliografica
e exploratéria para aquisicao de conhecimento necessario do objeto de estudo. Apresen-
taremos, entao, no capitulo 2 conceitos preliminares necessarios para o desenvolvimento
dos capitulos posteriores. Tais como, notacao matricial de sistemas de EDQO’s lineares

homogéneas, vetor solucao, existéncia e unicidade de solugoes e solucao geral.
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No capitulo 3, discutimos qualitativamente o comportamento das solugoes no
plano de fase. Apresentamos cinco casos de padroes de trajetérias, sistemas autdénomos
e estabilidade e sistema nao-lineares. No capitulo 4, abordamos e analisamos o modelo
predador-presa, onde coletamos algumas informagoes interessantes através da solugao geral

e analise de gréfico.

Os conceitos de Algebra Linear tais como autovalores e autovetores, bem como
métodos de solugoes de EDO’s serao tratados neste trabalho como conceitos ja conhecidos.
Além disso, os teoremas de existéncia e unicidade serdao enunciados, porém nao serao
demonstrados, pois a demonstracao envolve conceitos que fogem do objetivo deste trabalho.
Entretanto, pode ser encontrada no apéndice do livro de Edwards Jr e Penney - Equagoes
Diferenciais Elementares com Problemas de Valores de Contorno 3. ed. Rio de Janeiro:
PHB, 1995. As figuras encontradas neste trabalho foram construidas no Geogebra Classic
versao: 6.0.541.0.
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2 PRELIMINARES

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Paulek Jr (2013, p.30) mostra que se considerarmos uma equacao diferencial de

segunda ordem, homogénea com coeficientes constantes em x, dependente de ¢

2" +pa’ +qr =0.

.z Vi / / . . ~
E, fazendo a mudanca de variavel 2" =y’ e ' =y, convertemos a primeira equacao em

um sistema linear de duas equagoes

dx
At = Yy
(2.1)
dy
o= Thy—ar

Este é um exemplo de um método que transforma uma EDO mais complexa em

um sistema de EDQO’s mais simples.

Sistemas Lineares de Primeira Ordem

De acordo com Edwards Jr e Penney (1995), os sistemas de equagdes diferenciais
ordinarias simultaneas surge de forma natural em aplicacoes que requerem o uso de duas ou
mais variaveis dependentes, cada qual sendo funcao de tnica variavel. Vamos denotar por
t a variavel independente e as varidveis dependentes por x1,x2,23...,2y € f1, f2, f3,.., [n,
chamadas fungoes de termos independentes, ou seja, nao dependem de x ou y. Assim
definimos um sistema de primeira ordem com n equacoes e n variaveis que dependem

unicamente de ¢ :

dxq

% =a11r1 +a12T2 + .... + A1pTp + fl(t)

dxo

o = a2171 + a22%2 + ... + a2,Ty + fo(t) (2.2)
dx

— 1 = 121 + A2+ o Ay + fo(t)

dt



Capitulo 2. PRELIMINARES 14

Para facilitar a apresentacao vamos utilizar a notagdo matricial. Logo o sistema

(2.2) pode ser representado da seguinte maneira

da:l

dt

ai; a2 - Gy 1 fi(t)

dxg asy aze -+ Ay ) fa(t)
— | = . . . N s

dt : : e : :
dd:ln Alnp A2n -+ Apn Tn fn(t)

dt

Onde A = [aj;], com 4,57 =1,2,...,n é a matriz dos coeficientes constantes, X = [z;],
i=1,2,..,n, o vetor das funcoes incégnitas, X' = [dz;/dt] é vetor das derivadas das
fungoes incégnitas e F = [f;(t)] é o vetor de termos independentes. Deste modo podemos

reescrever o sistema (2.2) como segue:
X'=AX+F (2.3)

Definicao 2.1.1. Diz-se que o sistema (2.3) é homogéneo se, e somente se, o vetor F é

identicamente nulo, caso o contrdario é dito nao-homogéneo.

Neste caso, a equagao (2.3) se reduz a

X' =AX (2.4)

Exemplo 2.1.1. O sistema

dx

o )

7 T+2y

dy

7 _9

7 rT+y

pode ser escrito como

dx/dt 1 2 x
= . (2.5)
dy/dt 2 1 y
Notemos que a varidvel independente t nao aparece explicitamente no lado direito desta

ultima equacao. Logo, € um sistema homogéneo.

Definicao 2.1.2. Um vetor solugcao em um intervalo I € R é um vetor coluna

xl(t)
2(t)

T (t)

que verifica o sistema (2.3) no intervalo I.
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Observe que o vetor nulo é solugao trivial do sistema (2.4). Caso o sistema admita

uma soluc¢ao nao nula, chamamos esta solu¢ao de nao trivial.

Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.2. Verifique que

1 3t e3t 1 _t et
Xlz(l)e :(egt e X0 = . e = ot
sao solugoes do sistema do Exemplo (2.1.1) no intervalo (-00, 00).

Resolugao 2.1.1. Derivando Xy temos

Agora derivando Xo

Ax. — 1 2 €3t B €3t+2€3t B 3€3t B X{
L= 9 1 At T\ gt edt | T gt ) T 1
1 2 et e t—2e7t —et
AX, = — — = X,.
2 ( 2 1 ) ( —et ) ( 2¢t et ) ( et 2

Geralmente, quando resolvemos uma equacao diferencial de primeira ordem en-
contramos uma familia de curvas que verifica a equacao diferencial. Neste caso X1 e Xo
sao solugoes particulares do sistema (2.5). Enunciaremos a seguir a definigdo de proble-

mas de valores iniciais que serd de bastante utilidade para o desenvolvimento deste trabalho.

Problema de Valores Iniciais:

Seja tgp um ponto no intervalo I e

:El(t()) o1

T (t o
X(to) = 2( 0> e Xp = 2 ,

xn(to) an

onde a;,1 =1,2,...,n, sdo constantes dadas. Entao, encontrar uma solucao para o sistema
(2.3) sujeito a condicao
X(t,) = Xo, (2.6)

é um problema de valor inicial no intervalo I.
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Dadas essas condi¢oes é interessante saber se as equacoes diferenciais possuem
solugbes unicas. A partir do teorema a seguir, poderemos verificar a existéncia e unicidade

dessas solugoes.

Teorema 2.1.1. Existéncia e Unicidade
Suponha que os elementos dos vetores X e f(t) da equacio (2.3) sejam fungoes de classe
C' no intervalo I que contenha o ponto to. Entdo, existe solucio para o problema (2.8) e,

considerando a condigao inicial (2.6), esta solugao € tunica.

Segundo Edwards Jr e Penney (1995, p. 15) "problemas de existéncia e unicidade tém
relevancia também no processo de modelagem matematica'. Eles ilustram bem isto, quando
comentam supostamente o estudo de um sistema fisico onde o comportamento é totalmente
determinado por certas condigoes iniciais, mas que o modelo matematico proposto envolve
uma equagcao diferencial que nao possui solucao tnica. Logo, imediatamente tem-se de

analisar se o modelo matematico representa adequadamente o sistema fisico.

O teorema seguinte nos mostra que um multiplo constante de um vetor solu¢ao do

sistema (2.4) também serd uma solugao.

Teorema 2.1.2. Principio de Superposi¢cao
Seja X1, Xo, ..., X, um conjunto de vetores solugio do sistema homogéneo (2.4) no intervalo

I Se cy,ca,...,c sao constantes arbitrarias, entao, a combinacao linear
X=c1Xi+cXo+..+c X,
¢ também uma solucao em I.

Demonstragdao. Seja
X=c1 X1+ o Xo+...+ 1 X}

derivando X temos
X, = 61X/1 + CQX/2 + ... —|—CkX;€

como X} = AX;, para qualquer 1 <i <k, entdo
AX = A(01X1—|— CQXQ"‘...—'—Cka)
= c1AXi+ CQAX2+...+CkAX]€
= X
como queriamos mostrar. O

Definicao 2.1.3. Dependéncia e Independéncia Linear

Seja X1, X, ..., Xi. um conjunto de vetores solugao do sistema homogéneo (2.4) no intervalo
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I O conjunto € linearmente dependente, ou simplesmente LD, neste intervalo se existem

constantes c1,co, ...,C, nao simultaneamente nulas, tais que
aXi+cXo+... .+ X =0

para todo t € I. Se o conjunto de vetores nao é LD em I, entao, ele é linearmente

tndependente, ou simplesmente LI.

Sejam
Xla XZ)"'7XTL

os vetores solugoes do sistema homogéneo (2.4). Definimos o Wronskiano como
det(X1, Xo, ..., Xy,)

em outras palavras, o Wronskiano ¢ um determinante onde suas colunas sao os vetores
solugoes de (2.4). Este determinante recebe esse nome em homenagem ao filésofo e
matematico polonés Josef Maria Hoéné Wronski (1778-1853). O teorema que segue ¢ uma

condicao suficiente para a independéncia linear de n vetores solugoes no intervalo I.

Teorema 2.1.3. Critério para Solucoes Linearmente Independentes

Sejam
x11 x12 Tin
21 22 XT2n
Xl - 7X2 - i ) 7Xn =
Inl Tn2 Tnn

n vetores solugao do sistema homogéneo (2.4) no intervalo I. Estes vetores serao linearmente

independentes se e, somente se,

11 T12 - Tin

21 T22 -t I2n
W(Xy, Xo,..., Xpn) = | . . . | #0

ITnl Tn2 - Tnn

para todo t € I

Demonstrag¢io. Suponha que W (X1, Xa,...,X,,) # 0 para um ponto tg no intervalo I, e,
suponha por contradicao, que X1, Xa, ..., X,;, sejam linearmente dependentes no intervalo.
Como X1,Xs,...,X,, sio LD, e cada X; ¢ de classe C', entdo existe constantes ¢1,ca, ..., cn

nao simultaneamente nulas, tais que

X1+ cXg+ ...+, X, =0.
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Para cada t € I, essa equacao pode ser escrita como

T11 T2 0 Tip c1 0
To1 X2 v Ty &) 0
Tnl Tp2 " Tpn Cn 0

a dependéncia linear de X1, Xao,...,X,, implica que essa equagao possui uma solucao nao

trivial para cada t € I. Dai,

r11 X112 ot Tin

X221 X22 -t A2n
W(X17X27"'aXn): . . . =0

Tnl Tp2 - Tnn

para todo ¢t € I. Mas isto contradiz a suposicao que W (Xj,Xa,...,X,,) # 0. Logo, a tnica
solugdo para essa equagao é ¢c; = cg = ... = ¢, = 0. Portanto, (X1, X3y, ..., X;,) sdo linearmente

independentes. O

Exemplo 2.1.3. Mostramos no exemplo 2.1.2 que os vetores

1 1
X = e3t e X = et

sao solugoes do sistema (2.5). Vamos mostrar, agora, que X; e Xo sdo linearmente

independentes no intervalo (—oo,00). Temos que
Bt ot
€3t eft

W(Xy, X5) = = —2e?+£0

para todo t € R.

Uma vez que provamos um critério para solugoes linearmente independentes pode-

mos enunciar a seguinte definicao:

Definicao 2.1.4. Conjunto Fundamental de Solugoes
Qualquer conjunto X1, Xo, ..., X, den vetores solucao linearmente independentes do sistema
homogéneo (2.4) no intervalo I é denominado um conjunto fundamental de solugdes

neste intervalo.

Assim como a existéncia de solugdo tnica, precisamos garantir a existéncia de um
conjunto fundamental de solugoes so sistema homogéneo (2.4) no intervalo I. Entao, segue

o teorema:
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Teorema 2.1.4. FExisténcia de um Conjunto Fundamental

Eziste um conjunto fundamental de solugoes para o sistema homogéneo (2.4) no intervalo

I

Esse teorema ¢ uma consequéncia do Teorema 2.1.1. Uma vez garantida a existéncia
de um conjunto fundamental de solucoes, entao, podemos definir a solucao geral do sistema

homogéneo (2.4):

Definicao 2.1.5. Solu¢do Geral de Sistemas Homogéneos
Seja X1, Xo, ..., Xy, um conjunto fundamental de solugoes do sistema homogéneo (2.4) no

intervalo I. A solugdo geral do sistema no intervalo é
X=c1Xi+cXo+..+cn Xy,
onde c1,c,....,cp SGo constantes arbitrdrias.

Exemplo 2.1.4. No Exzemplo 2.1.3 vimos que os vetores

1 1
X1 = e3t e X0 = et
1 -1

sao solugoes linearmente independentes do sistema (2.5) em (—o0,00). Podemos afirmar
entdo que X1 e Xo formam um conjunto fundamental de solucoes no intervalo. Entao,

pela definicdo 2.1.5 e o teorema 2.1.2 a solucao geral neste intervalo é

_ _ 1 3t 1 —t
X=cXi+cxXo=c ] e’ 4 co ] e .

2.2 Solucao Geral a partir dos Autovalores e Autovetores

Nesta secao vamos definir a solucao geral para sistemas lineares homogéneos com

coeficientes reais constantes.

Vimos no Exemplo 2.1.4 que a solugao geral do sistema homogéneo

defdt \ [ 1 2 x
dy/dt |\ 2 1 y
X=c ( 1 )e3t+02( _11 )e‘t

Notemos que ambos os vetores solugoes apresentam tipicamente a mesma forma:

k
Xi:( ! )eAit, i=1,2.
ko
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onde ki e ko sdo constantes. Estamos interessado em saber se é sempre possivel encontrar

uma solugao da forma

X = Kei (2.7)

para o sistema linear homogéneo de primeira ordem
X'=AX (2.8)

onde K é a coluna das constantes k;, 1 =1,2,...,n e A é uma matriz constantes n X n.
Suponhamos que (2.7) é um vetor solugao do sistema homogéneo (2.8), entao
X' = Kxe',
isso implica que
KM = AKeM

dividindo essa equagao por eM, obtemos
MK = AK

reordenando temos,
AK—-)XK =0

colocando o vetor coluna K em evidéncia e de forma conveniente vamos multiplicar o

escalar A pela matriz identidade ja que estamos operando com matriz. Assim,
(A-=XM)K =0 (2.9)

onde I é a matriz identidade de ordem n.

Notemos que K =0 é solugao de (2.9), no entanto, estamos interessados em solugoes
nao triviais do sistema (2.8). Para encontrar um vetor solugdo X nao trivial do sistema
homogéneo (2.8), temos que encontrar um vetor nao trivial que satisfaz a equagao (2.9).
Desta forma, da algebra linear, ver (BOLDRINT; et. al, 1980),0 sistema (2.9) terd mais de
uma solucao se o

det(A —\I) =0.
Por exemplo, considere a matriz constante Asys, entao

)\
det(A —\I) = “1;21 a;li \

= (a11 —A)(ag2 — ) —ai2a21

= M4 (—a11 —agw)\ +aj1ag —ajpag =0

Essa tultima expressao ¢ um polindmio caracteristico de grau 2, se a matriz de coeficientes

for de ordem n, entao o polinémio caracteristico correspondente sera de grau n. Em outras



Capitulo 2. PRELIMINARES 21

palavras, para obtermos solugdes nao triviais de (2.9), devemos encontrar os zeros do

polinémio caracteristico. Um autovalor de A é um escalar A € R e um autovetor é um

vetor K € R", tal que AK = \K, ou ainda, (A — A\I)K = 0.

[sso mostra que X = Ke serd uma solucdo do sistema linear homogéneo (2.8) se,
e somente se, A for um autovalor da matriz de coeficientes constantes A e K um autovetor

correspondente a .

Proposicao 2.2.1. Se a matriz de coeficientes Apxp do sistema homogéneo (2.8) possui
n autovalores distintos A1, Ao, ..., \p, entao sempre é possivel encontrar um conjunto com

n autovetores linearmente independentes K1, Ko, ..., K,,.

Demonstracao. Provaremos para o caso em que n = 2. Sejam A1 e Ao autovalores distintos,
e K, Ky autovetores associados aos autovalores A\ e Ao respectivamente. Queremos

mostrar que K; e Ks sao L.I. Seja
a1 K1+ asKso =0 (2.10)
multiplicando essa equagao por Aq, temos
Ma1 K1 +MNasKy =0 (2.11)
e aplicando A em (2.10), obtemos
Ma1 K1+ XasKy =0 (2.12)
agora subtraindo (2.12) de (2.11),
(A2 —A)aeKy =0 (2.13)

como A1 # A2 e Ko # 0 entdo ag = 0. Voltando em (2.10) e substituindo ag concluimos que
a1 = 0. Portanto, K; e K5 sdo LI.

Usando sucessivamente este procedimento para n = 3,4...,n demonstra-se o caso

geral. O

Logo, podemos encontrar um conjunto fundamental de soluc¢oes do sistema homo-

géneo (2.8) no intervalo (—oo,00) :

X1 =Kie't, Xy =K', .. X, = K,e'!

Diante deste argumento e do Teorema 2.1.2 a solucao geral do sistema homogéneo

(2.8) segue imediatamente o corolario abaixo.
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Corolario 2.2.1. Solugdo Geral de Sistemas Homogéneos
Sejam A, A2, ..., An, n autovalores reais distintos da matriz de coeficientes A do sistema
(2.8), e sejam Ki, Ko, ..., K, os autovetores correspondentes. Entio a solu¢io geral do

sistema (2.8) no intervalo (—oo,00) € dada por

X=q Kle)‘lt + 02K2€A2t +...+ cnKne)‘”t

Por questao de objetividade e praticidade, iremos a partir de entao trabalhar apenas
com a matriz de coeficientes A de ondem 2. Pois estamos interessados em estudar sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem com duas equagoes. Assim sendo

(n =2), as solugdes do sistema homogéneo que vamos encontrar terd o seguinte formato:

X = clKle/\lt—l—CQng)Qt (2.14)

Dependendo dos coeficientes da matriz Ao y«2, pode ser que o polindmio caracteristico

tenha raizes complexas, ou seja, os autovalores de A serao do tipo
A= a+ Pi; a,B€ER  com i=+-1.

de acordo com Hefez e Villela (2012, p. 139) se um ntmero complexo A = o+ i é raiz de
um polinémio, entdo seu conjugado A\ = a — i também é. Logo, se os autovalores da matriz
A sao complexos, entao um é conjugado do outro, isto é, seja A\; = o+ i um autovalor

complexo de A, entdo Ag = A\ = a — Bi. Além disso, os autovetores correspondentes serdo

()

a matriz de coeficientes constantes. Suponhamos que seus autovalores sejam

conjugados.

De fato, seja

)\1:Oé+ﬁ’ieX1:a—ﬁi

substituindo A\; na equacao

(A—MDK =0

(a—a)—pi b k1 (0
¢ (d—a)—Bi | \ ks 0)

[(a—a) — Bilk) +bka =0

temos

Dali,

ck1+[(d—a)—Pilka =0
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dessa primeira equacao temos

Isso implica que

b
k1 =— -k
T oa—a)-pi
1
escolhendo ko = —
1
-
" a—a)-pi
logo o autovetor associado a A1 é
1 (a—a)+ Bi
(=a)=Bi | | (a=a)+5?
Kl — =
1 1

Analogamente, para A\ = a — /31,

(a—a)+pi b k1 B 0
c (d—a)+pi k2 )\ 0

logo,
[(a—a)+ Bilk; +bka =0
cky + [(d— Oz) —I—Bi]kg =0
entao,
ki = —L k
' (a—a)+fFi ’
Novamente escolhendo ko = —[1),
1
k: p—
! (a—a)+ Pi.
Entdo o autovetor associado a \; é
1 (a—a)—Fi
(a—a)+pi (a—a)?+ 32

Notemos que as coordenadas do autovetor Ks associado ao autovalor \; sdo os
conjugados do autovetor K; associado a \1. Portanto, Ko = K;. Assim, pelo Corolério
2.2.1 chegamos no seguinte resultado para solugoes com autovalores complexos da matriz

de coeficientes constantes do sistema homogéneo (2.8):



Capitulo 2. PRELIMINARES 24

Afirmagao 2.2.1. (Solugoes Correspondentes a Autovalores Complexos)
Seja Aaxo a matriz de coeficientes constantes reais do sistema homogéneo (2.8), e seja
A =a+ i (o, €R) um autovalor de A. Entao,

X, = KjeM! e Xy = T{16X1t
sao solugoes do sistema homogéneo (2.8).

Utilizando a féormula de Euler, vamos escrever essas solugoes como fungoes reais.
Seja a féormula de Euler:

e = cosf+isen, 0 €R. (2.15)

E, sejam X; e Xy solugoes descritas na afirmacao 2.2.1, entao podemos escrevé-las da

seguinte maneira,
X, = Kle(a—Fﬂi)t — Kleat . eﬂi
X, = Kle(a—ﬁi)t _ Kleat . e—ﬁi
usando a férmula (2.15) temos que

eP' = cosft—+isen St
e P = cosfBt—isenft

Assim,

X, = Kie™ - (cosft+isenft)
X, = Kie™ - (cosft—isenft)

A solugdo X = ¢ X + 2 X3 do sistema (2.8) neste caso pode ser escrita como
X = eat[(clKl + K1) cos Bt — i(—c1 Ky + o K7 ) sen St].

Entretanto, é possivel encontrar um conjunto fundamental de solugoes que nao envolvam

numeros complexos. De fato, escolhendo as constantes ¢ = co = 5 obtemos uma solucao

1 — _
X = eat[§(K1 +Kj)cos Bt — %(—Kl + K)sen ft]

1 1
agora para c] = 3 e cy= —3 obtemos uma outra solucao

1 — ‘ —
Xy = e[ (—Ki + Ki) cos i + %(K1 +K;)sen 5]
multiplicando Xg por —i,

) B 1 B
X9 = eat[%(—Kl +K1) cos Bt + §(K1 + Kl) senﬁt]

Considerando
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1 — 1 _
P1:§(K1+K1) e P2=§(—K1+K1)

temos que P e Ps sdo vetores com coordenadas reais. Isto resulta do fato que dado um

complexo z = a+ bi, entao
1 1
—(z+%Z)=a e —(—z+2)=b
2 2
sdo numeros reais. Dessa forma, podemos escrever a solugdes como fungoes reais,

X1 = e (P cos ft — Pysen 3t)
Xo = eo‘t(PQ cos ft +Pysen ft).

Mostramos anteriormente que

(a—a)+Bi (a—a) = Bi
(0=a)+ 7 | a—apep
K1: (§ K1=
1 1
b )
logo,
(a—a) 8
—a)2+ 32 (a—c)2 1 32
P, = o= e Py | T (2.16)
1
- 0

Para mostrar que X; e Xs sao solugoes linearmente independentes vamos calcular o
wronskiano e para facilitar os calculos vamos denotar por a; e as a primeira e segunda
coordenada de P respectivamente, e por b; a primeira coordenada de P2, assim
ajcos Pt —bysenft bycosfPt+arsenft | .,

e

W(X1,Xg) =
(X1, X2) ag cos [t assen [t

= [(a1 cos Bt — by sen Bt)agsen Bt — (by cos Bt + aq sen Bt)ag cos ft]e™
= [—agbyi(sen? Bt + cos? Bt)]e™
= —agbleo‘t

1 B

at
b a7

Observamos que para esta tltima expressao ser igual a zero sé é possivel se 5 =0, mas
se isso ocorre, nao temos um autovalor complexo, assim concluimos que esse determinante
é diferente de zero. Logo, as solugoes X e Xy sdo linearmente independentes. Assim,

podemos reescrever a Afirmagao 2.2.1 da seguinte forma:
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Afirmacgao 2.2.2. Seja A\ = a+ i um autovalor complexo da matriz de coeficientes A
do sistema homogéneo (2.8). Entao

X = eat(Pl cos 5t — Pysen (t)

X5 = ™ (Pycos it + Pysen t)

sao solugoes linearmente independentes do sistema (2.8) no intervalo (—oo,00), onde P

e Py sao como em (2.16).
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3 ANALISE DAS TRAJETORIAS

Neste capitulo, vamos introduzir e analisar as soluc¢oes dos sistemas de equagoes

diferenciais ordinarias a partir dos autovalores da matriz de coeficientes constantes.

Consideremos o seguinte sistema linear homogéneo com duas equagoes diferenciais

ordinarias de primeira ordem:

Z =anz(t) +a2y(t)

(3.1)
@—a x(t) + ag2y(t)
a 21 22Y

A fim de encontrar a solugao geral do sistema (3.1) vamos reescrevé-lo na forma matricial.

d [ x a1 a x
a _ 11 a12 (3.2)
e\ y a1 a2 Y

este sistema pode ainda, ser denotado da seguinte maneira

X' = AX. (3.3)

Como vimos no capitulo anterior para obtermos uma solugao nao trivial de (3.2)
devemos encontrar os autovalores da matriz de coeficientes A, ou seja, as raizes da equagao

polinomial

det(A —\I) =0

e os seus autovetores associados. Segundo Boyce e Diprima (2006, p. 258), muitas vezes
equagoes diferenciais ndo podem ser resolvidas por métodos analiticos. Dai, surge a questao
de como podemos obter informacao qualitativa das solugoes sem resolvé-las de fato. Dada
a equacdo X' = AX, podemos encontrar as inclinacoes das retas tangentes, calculando AX
para diversos pontos. O conjunto dessas inclina¢oes é chamado de campo de diregoes.

E, a partir dele podemos ter uma no¢ao do comportamento da curva.

Vimos na Defini¢ao 2.1.2 que uma solugao do sistema (3.2) é uma funcao vetorial
que satisfaz o sistema de equacoes diferenciais. Tal fun¢do pode ser representada por
uma curva paramétrica no plano zy. Este plano é chamado de plano de fase. Muitas
vezes vamos falar de trajetorias, que quer dizer olhar a curva solu¢do como um caminho
percorrido por uma particula onde a velocidade dX/dt é definida pela equagao diferencial.

O conjunto de trajetorias é definido por retrato de fase.

Os pontos onde o lado direito da equagao (3.2) se anulam sao bastante importantes,

pois representam solucoes constantes ou de equilibrio do sistema de equacoes diferenciais
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ordinarias. Tais pontos sdo chamados de pontos criticos. Suponhamos que o detA # 0,
assim, X = 0 é o inico ponto critico do sistema (3.2). Vamos analisar agora geometricamente

as solugoes do sistema (3.2) de acordo com seus autovalores.

Calculando det(A — A\I) = 0, temos

—A
all 2 = (a11 —A)(ag2 — ) —ai2a21

a1 azx—A
2
= X —(a11+a2)\+aijazg —ajgaz =0

= M —pAt+qg=0

onde p é o tlrago1 da matriz de coeficientes Asxo € ¢ 0 seu determinante.

Note que se A = p? —4q = 0 temos dois autovalores reais e iguais; se A = p? —4¢ >0
temos dois autovalores reais e distintos, podendo ser ambos de mesmo sinal ou com sinais
opostos e; se A = p? —4¢ < 0 temos dois autovalores complexos conjugados. Chamamos
de imaginario puro o niimero complexo com parte real nula. Na proxima secao iremos

analisar as trajetérias para cada um destes cinco casos.

3.1 Trajetorias correspondentes aos Autovalores

Caso 1 - Autovalores Reais e Distintos de mesmo sinal

Sabemos que a solugao geral do sistema homogéneo (3.3) neste caso é
X = ClKleAlt + CQKQG)‘Qt (3.4)

tal que A1 e A9 sao ambos negativos ou ambos positivos. Vejamos primeiro o comportamento
da solucao X, quando A1 < A2 < 0. Suponhamos que os autovetores correspondentes sejam

como mostrados na figura 1.

Olhando para a equagao (3.4) observemos que se os autovalores A\; e Ay s2o negativos,
X tende a zero quando t tende a infinito, independentemente dos valores das constantes ¢;
e C2, pois

lim e~ =0.
t—00

Isso quer dizer que todas as solugoes estao convergindo para o ponto critico na origem

quando t tende a infinito. Se co =0 e ¢; # 0, entdo a solugdo se torna
X = ClKle)\lt.

Ou seja, a solucao estd sobre a reta determinada pelo autovetor Ky, para todo t. Imaginemos

que a solucao é um caminho onde uma particula se move. Entao, quando t tende a infinito

1 Traco de uma matriz quadrada é soma dos elementos da sua diagonal principal.
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ela se move para origem sobre a reta suporte de Ki. Se ¢y =0 e ¢2 # 0, analogamente, a

particula se move para a origem sobre a reta suporte de Ko, quando ¢ tende a infinito.

Para entender melhor o comportamento das trajetorias, lembrando que \; < A9,

vamos reescrever a equagao (3.4) evidenciando-se e)‘zt, ou seja:

X =M [ KM K, | (3.5)

()\1—)\2)15

Observemos que quando ¢z # 0 na equagao (3.5) o termo 1 Kje ¢é desprezivel em

comparacao com c2Ko quando ¢ for bastante grande.

Dessa forma, quando t — oo a trajetéria nao apenas se aproxima da origem mas
também tende para a reta definida pelo autovetor Ks. Assim, todas as curvas solugoes se
aproximam do ponto critico tangenciando a reta suporte do autovetor Ko, exceto as que

iniciam sobre a reta suporte de K, ou seja, quando cag =0 e ¢; # 0.

Se os autovalores A1 e Ay s@o ambos positivos as trajetorias possuem a mesma
configuragao, porém com as dire¢oes invertidas. Como os fatores exponenciais sao positivos,
entdao quando t tende a infinito a particula se move afastando do ponto critico na origem.

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.1. Considere

d{x\ [ -7/2 1/2 x
at\y )\ 12 -2 )\ y

um sistema homogéneo com duas equacoes diferenciais. Analise as trajetorias das curvas

solucoes.

Calculando-se o det(A — AI) = 0, obtemos os autovalores A\ = —4 e Ay = —3.

Substituindo A; na equagao (2.9), temos

1/2 1/2 ki) (0
1/2 1/2 ko 0
1 1
—ki1+=ky = 0
Mgt
= = k1 = —ko
1 1
—ki1+=ky = 0
Mgt
assim, os autovetores associados a \; = —4 tem a forma
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com ki qualquer nimero real. Em particular, vamos escolher k1 =1, e portanto

Da mesma forma, para Ay = —3, temos
~1/2 12\ (k| (o0
—1/2 172 )\ ke )\ 0
1 1
——ki+=ky = 0
9 1+ 52
= = k1 =ko
1 1
—k1— =k =0
2" ™
entdo, os autovetores associado a Ay = —3 tem a forma

onde ko é qualquer ntimero real. Escolhendo ko = 1, temos

(1)

De acordo com a equagao (2.14) a solugao geral deste sistema é

1 1
X =c ( . ) e ey ( ) ) e 3, (3.6)

3t

Isto é equivalente a

z(t) = cre P 4cpe”

y(t) = —cre M fege™

Como comentado anteriormente as solugoes z(t) e y(t) tendem a zero quando ¢ tende a

infinito. Se co =0 e ¢; # 0, entao, temos as seguintes solugoes

z(t) = cre ¥
y(t) = —cre .
Observando o plano xy, percebemos que a curva solucao é exatamente a reta a r = —y

que nada mais é, a reta definida pelo autovetor Ky associado a A1. Analogamente, quando
c1 =0 e cg #0, temos

z(t) = coe

y(t) = coe
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estas equacoes representam a reta r =y, que também é a reta suporte do autovetor Ko.

Escrevendo a solucao (3.6) com base na equagao (3.5), temos
1 1
X:€73t [Cl ( 1 ) €7t+C2 ( 1 )] (37)

z(t) = e ere 4 e)

y(t) = e (—cre t+e).

assim,

Quando ¢3 # 0, podemos desprezar os termos +cie” ! para ¢ suficientemente grande. Logo,

z(t) = g™

y(t) = coe 3.
Isso mostra que quando t tende a infinito as solugoes tendem para a reta de Kas.

Figura 1 — Retrato de fase para autovalores reais distintos de mesmo sinal

y

Fonte: Producgao propria

Veremos agora um exemplo que os autovalores A\; e Ao sdo positivos.

Exemplo 3.1.2. Considere o sistema

d{z\ (72 12\[a
s(0)-(R ) 0) =

estude as trajetorias das solugoes.
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utilizando os mesmos procedimentos do exemplo anterior encontramos os autovalores

A1 =4 e Ay = 3, e 0s autovetores correspondentes

associados a A1 e Ao respectivamente. Entao a solucao geral é

1 1
X =rc ) et 4y 3 (3.9)

As curvas solugoes nesse caso tem o mesmo padrao do exemplo anterior, mas
com sentido contrario. Quando ¢ aumenta as trajetorias se afastam da origem devido a

exponencial positiva.

De modo geral, quando os autovalores sao ambos negativos as solugoes convergem
para a origem e, se a curva nao comeca sobre uma das retas suportes dos autovetores,
as curvas solugoes se aproximam da origem tangenciando a reta suporte do autovetor
associado ao maior autovalor. Analogamente, acontece quando os autovalores sao ambos
positivos, no entanto, a direcdo do movimento tem sentido contrario em relagao ao ponto

critico. Este tipo de ponto critico é chamado de né atrator.

Caso 2 - Autovalores Reais de Sinais Opostos

Seja o sistema X’ = AX sabemos que a solucdo geral da equacdo desse sistema é

X = 1K1 eM 4 e Kpe?. (3.10)

Podemos supor que A1 >0 e A9 < 0. Se c3 =0 entao a curva solugao estara contida na reta

suporte de Ki. Além disso,
||X|| = 0o quando t — oo,

ja que A1 > 0. Por outro lado, se ¢; =0 entao a curva solugao estara contida na reta suporte

de Ky e
[|X|| = 0 quando ¢t — oo,

pois Ao < 0.

-

E necessario observar o comportamento das solugdes quando t tende a menos

infinito. Se ¢; =0, a curva solugao esta contida na reta suporte de Ky e,

|X|| =00 quando t— —o0,
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devido a variavel t e X serem ambos negativos. Se co = 0, a curva solucao estara contida

na reta suporte de Kj, logo
[|X|]—=0 quando t— —o0,

pois t e A1 sdo ambos positivos.

Se c1 e co sao simultaneamente diferente de zero as solugoes nao estdo contidas nas
retas suporte de K; e Ky. Mas ||X]| tende a infinito, seja quando ¢ tende a infinito ou a
menos infinito. Pois, de qualquer maneira temos a presenca de uma exponencial positiva

na equagao (3.10) e, esta é o fator dominante. A origem nesse caso é um ponto de sela.

Um ponto de sela é um ponto de uma superficie onde a inclinacao é nula. Entretanto,
nao corresponde a um ponto de maximo ou minimo. Na verdade, ¢ ponto de maximo numa
direcao e de minimo noutra direcao. O formato dessa superficie ¢ similar a uma sela de
cavalo. A Figura 2 mostra as curva de niveis no plano zy, que é a representacao plana

deste fendémeno.

Figura 2 — Retrato de fase do sistema do Exemplo 2.1.1 cujo os sdo reais de sinais opostos

y

K2

Fonte: Producao prépria

Caso 3 - Autovalores Iguais

Sejam A = A2 = \. Consideramos o caso em que os autovalores sejam negativos,
para os autovalores positivos, as trajetérias serdo semelhantes, mas com a direcao do
movimento invertida. Existem duas situagoes a considerar, uma é se o autovalor repetido

possui dois autovetores independentes e a outa é se possui apenas um.

(a) Dois autovetores independentes

Sendo o sistema X' = AX a solucdo geral é

X261K1€)\t+CQK26>\t, (3.11)
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que é equivalente a

v = crkpeM + cokipe

y = cikneN + cokgge

onde K e Ky sdo autovetores independentes. A razao y/z nao é dependente de e)‘t, mas
¢ dependente das constantes arbitrarias ¢y e co e dos elementos dos autovetores K; e Ko.
Vejamos,

c1ko1 et + CQ/CQQ@M
c1 kue)‘t -+ Cgklze)‘t

SHES

eM(crkor + cokog)
eM(crkiy + coka)

c1ko1 + cokag

crki1 +c2kia

Notemos que a expressao do lado direito de da ultima equacao é uma constante. Denomi-
nando esta, por « temos

LApS =y=azr (3.12)
T

observemos que esta expressao representa uma reta que passa pela origem. Podemos
concluir entao, que toda trajetéria esta sobre uma reta que passa pela origem. O ponto

critico neste caso é um né proprio.

(b) Um autovetor independente

Suponhamos que A seja um autovalor associado ao sistema X' = AX e que haja

somente um autovetor associado a A. Podemos encontrar uma segunda solugao da forma

Xy = KteM + Ve, (3.13)

Devido ao foco deste trabalho ser analisar as trajetérias das curvas solugoes, nao
vamos adentrar muito no método de encontrar uma segunda solucao. No entanto, segue
uma justificativa simples. substituindo (3.13) no sistema X' = AX, obtemos

KeM + KteM + Vel = AKteM + AVeM
AKteM —KteM + AVeN - \VeM —KeM = () <
(AK —K)teM + (AV - AV -K)eM = 0
como essa equagao deve ser valida para qualquer ¢, entao
(A—X)K = 0 (3.14)

(S

(A—\)P = K. (3.15)
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Dai, temos que K é um autovetor associado a \. Pela equagao (3.15) encontramos uma,
solugdo X1 = Ke)‘t, entdo resolvendo a equagao (3.15) encontramos o vetor V, e conse-

quentemente outra solugao Xo = KteM + Ve, Portanto, a solucao geral neste caso ¢é

X = KeM + ey (KteM 4+ Ve (3.16)

onde K é o autovetor e V um autovetor encontrado para uma segunda solugao. Suponhamos

que A < 0, entao
X =0 quando t— o0

X — 00 quando t— —oo0.

Para valores arbitrariamente grandes de ¢ o termo dominante na equagao (3.16)
é coKte. Entao, quando t tende a infinito as trajetérias se aproximam da origem tan-
genciando a reta suporte do autovetor K. Até mesmo quando cs = 0, pois a solugao se

torna

X = clKe/\t

que estd sobre esta reta. Analogamente, consideremos ¢t assumindo um valor inicial grande

com sinal negativo e tendendo para mais infinito, como
C2Kt€)\t

é dominante, cada trajetéria serd assintética a uma reta paralela a K. A orientacao das
trajetérias depende das posigoes relativas de K e V. Para facilitar a localizacao das

trajetérias vamos reescrever a solucao (3.16) da forma
X = [(1K + o V) + coKt]eM = Ye, (3.17)

onde Y = (i K+ V) + coKt. Notemos que o vetor Y define a dire¢do de X, enquanto o

At

termo dominante e™ impacta diretamente o modulo de X. Vejamos também que, com ¢

e ¢y fixos, a expressao de Y é uma equagao vetorial da reta que passa pelo ponto
c1 K4V

e ¢ paralela a K. Para tracar a trajetéria correspondente a um dado par de valores ¢y e ca,

basta primeiramente, tracar a reta dada por
(ClK + CQV) + oKt

e depois verificar a direcao dos t crescentes sobre esta reta. Depois notemos que a trajetoria

passa pelo ponto ¢c; K+ 2V quando t = 0.
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Além disso, quando t cresce, a diregao do vetor X (dado por Y na eq. (3.17)),
acompanha a dire¢ao dos t crescentes sobre a reta, porém, o moédulo de X decresce
rapidamente e tende a zero devido ao fator exponencial decrescente eM. Mais quando t
diminui para —oo, a dire¢ao de X esta determinada pela reta e o moédulo de X tende a
infinito. As trajetérias apresentadas na Figura 3 foram obtidas a partir desta anélise para

alguns pares de valores distintos de ¢; e co. Considerando

3 3 1
X=c e 34 C2 te 3t 4 e 3t
1 1 0

Por exemplo, a curva ¢(t) é obtida considerando ¢; = ¢y = —5.

Figura 3 — Retrato de para uma solugdo com autovalores iguais e apenas um autovetor indepen-
dente

/ v .

Fonte: Produgao prépria

Se A1 = A2 > 0 podemos tragar as trajetérias seguindo este mesmo procedimento.
No entanto, a direcdo e a orientacao das trajetérias em relacdo a K e V serao invertidos,
ou seja,

X =00 quando t— 00,

X—0 quando t— —o0.

O ponto critico neste caso é chamado né improprio.
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Caso 4 - Autovalores Imaginarios Puros

Consideremos o sistema linear homogéneo com duas equacoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem:

dx

— = a11x a
o 11T+ a1y

(3.18)

Y
— =ax+a
at 21 22Y

e (3.19)
a1 a2 ) . '

Vimos anteriormente que o polinémio caracteristico dessa matriz é

isso é equivalente a

A% — (a11 + ag)\ + arage — ajpas = 0.

As raizes desse polindémio sao

(11 +a2s) = \/(a11 +a2)? — 4(ar1az — a12a1)
2

=
notemos que A serd imaginario puro se, e somente se,
aj1taz =0 e ajjaz —ajaz >0,

pois caso aj1 + age # 0 existirdao duas raizes reais, ou complexas com parte real diferente

de zero. Mas, se aj1 +ao =0 e ajjas — ajzae; < 0, existirdo apenas raizes reais.

Sem perda de generalidade, sistemas com autovalores complexos A = o=+ i sédo

“(%2)0)

Basta fazer a« = a1+ a2 e = (a1 + a22)2 —4(ay1a2 — aj2az1). No caso de autovalores

tipicamente da seguinte forma:

imaginarios puros, a = 0, entao este sistema se torna

’_ 0 B z
(%, 2)(%) o

isso é equivalente a

Zf = By(t)
(3.21)
Y =
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Recordaremos a forma polar de um complexo. De acordo com Stewart (2010), um nimero

complexo Z = a+ bt pode ser escrito da seguinte maneira
Z =r(cosh +isenb)

tal que,
b
r=|Z| =/a?+ b2, tanf = —
a
Com base nisso, vamos entao escrever nossas solugoes em coordenadas polares. Sejam
r? o= 2ty (3.22)
e

Y
tan = = 2
an ; (3.23)

Derivando a equagao (3.22), lembrando que 7,z e y sao fungoes de ¢

@ g
dt  dt  dt

dr dx dy

dr dx dy

— = r— — 3.24
o SFTRR T (3.24)

Substituindo as Egs. (3.21) na equagao (3.24), temos

dr
r—r = 2(By) +y(=pr)
= Blry—=zy)=0
Dali,
dr
—=0=>r=%k
dt e
onde k é uma constante.
Derivando a equagao (3.23),
d
d—tan@ = a(y/x)
db r% yd—m
2 dt dt
(sec?6) - (325)
Observemos agora que,
2
sec?l = —
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Pois, r significa distancia de um complexo até a origem. De modo que, dado um complexo
Z nao nulo, podemos formar um triangulo retangulo como mostra a figura abaixo. 6 é o

angulo formado pelo eixo x e o vetor 0Z.

Figura 4 — Representacao grafica de um ntimero complexo Z

y

=1zl

Fonte: Producao prépria

Utilizando as relagoes trigonométricas neste tridngulo, obtemos

2

r r
secl = — = se<329:—2
T T

Substituindo (3.21) em (3.25)

do
(sec”0) - = w(=Br)—y(By) =
(sec%’)ﬁ = —ﬁ(x2+y2):>
dt
r2 db —BTQ
2d - 2
do
= = -8
Dali,
0 =—pt+ 6y (3.26)

Entao as curvas solugoes para autovalores da forma =37 sao

z(t) = c1kcos(— Pt +6p) (3.27)

y(t) = coksen(—St+6)) (3.28)
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ou,

X = k(c1 cos(—pt+6p),casen(—p5t+6p)) (3.29)

E possivel ver na Figura 5 que as trajetorias sao circulos centrados na origem. Se 3 > 0,
vemos na equagao (3.26), que ¢ diminui quando ¢ aumenta, assim, o movimento das
trajetérias possuem sentido horario e se 8 < 0 tem sentido trigonométrico. Além disso,

~ ~ s - , ™ , .
estas solugoes sao peridodicas com periodo —. Para além disso, vamos mostrar que as

trajetorias sao elipses quando os autovalores sdo imaginarios puros.

Consideremos o sistema (3.19), vimos que os autovalores sdo imaginarios puros se,
e somente se,

a1l +a =0 e ajia —ajpas > 0. (3.30)

Podemos encontrar as trajetérias do sistema (3.18), dividindo a segunda pela primeira
equacao:

dy/dt dy azz+ay

de/dt dxr apx+aay

isso € equivalente a

—(anz +azy)dr+ (anz+ay)dy =0 (3.31)
seja M (z,y) = —(a212 +ay) e N(x,y) = (a112 + a12y), temos que (3.31) é uma equagao
exata. Pois

oM ON
— =—a e —=ua
oy 22 o7 11
de (3.30) temos que,
a1 +age =0 isso implica que a1 = —a9s,
oM  ON
logo TR Para encontrar a solucao f da equacgao diferencial (3.31), basta fazer
Y x
of
A V§
pe (z,y)
= —anT—axny (3.32)

integrando (3.32) em relagdo a x obtemos,

CL21.T2

f(ﬂf,y):_ 2

— agzy+g(y).

Agora derivando esta tultima expressao em relagao a y, temos

0
a‘; = —anr+4 (y) = a1z + a2y

dai,
2
12y

g =any e gy = 5
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Portanto,
2 2
a1 a1
f(z,y) — =5 —onry T 2y
= agz® +2amry —any’ =k (3.33)

onde k ¢ uma constante de integracao.

De acordo com a geometria analitica a equagao (3.33) é uma equacao do segundo

grau na variavel z e y, da forma:

Az® + Bry+Cy* + F =0, (3.34)

onde A =ag1, B =2a3, C = —ajz e FF'=—k. Chama-se indicador da equagao (3.34) o
nimero real I = B> —4AC. Um resultado importante da geometria analitica diz que se o
indicador for menor que zero (I < 0), entdao a equagao (3.34) representa uma elipse, um

ponto ou o conjunto vazio.

Calculando o indicador em (3.33), obtemos

1 = 4@%24-4(@21@12)
= 4a3y+4(ag1a12) +4(aarr) — 4(agzarr)

= 4daga(az +ai1) —4(axa11 —a21a12)
de (3.30) concluimos que
daga(ag + a11) —4(azair —agraiz) <0

logo I < 0.

Devido a natureza das solugoes x e y do sistema (3.19) a equagao (3.33) néo é nem
um ponto e nem é um conjunto vazio. Portanto, (3.33) é uma elipse de centro na origem.

Neste caso o ponto critico é chamado de centro.

Exemplo 3.1.3. Seja o sistema homogéneo

X — 0 3 T .
-3 0 Y
Calculando as raizes do polindémio caracteristico encontramos A = +3i. Entao, a
solugao geral desse sistema é
X = k(crcos(—3t+6p), casen(—3t+6p)),

e escolhendo ¢c1 =2 e co =1, temos

X = k(2cos(—3t+6y),sen(—3t+0p)).
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Essas solugoes sao elipses de centro no origem como mostra a figura 5.

Figura 5 — retrato de fase para sistema do Exemplo 3.1.3 cujo os autovalores sdo imagindrios
puros

<

Y

"

Fonte: Produgao prépria

Caso 5 - Autovalores Complexos

Sejam \ = « & 51 autovalores complexos. Vimos no capitulo anterior que a solugao

. / z
do sistema X' = AX para esse caso é

X; = e (Pjcosft—Pysenft)
Xy = eo‘t(Pg cos 5t + Py sen ft)
assim,
x(t) = eo‘t(cll cos it — c1gsen [5t)
y(t) = eat(cm cos [t + cag sen ft).
Vimos no caso anterior (quando a = 0) que essas solugoes sao elipses que circulam em
torno da origem. No entanto, se o # 0, o fator exponencial faz as solugoes espiralar. Se
a < 0 entdo e tende & zero quando t tende & infinito, logo as solucdes semelhantes a
elipses circulam cada vez mais préximas da origem. Se a > 0, e tende & infinito quando

t tende a infinito, as solugoes sao semelhantes a elipses, mas cada vez mais se afasta da

origem. Neste caso o ponto critico ¢ chamado ponto espiral.
Exemplo 3.1.4. Seja o sistema
()0
3 1 Y
calculando as raizes do polindmio caracteristico dessa matriz, encontramos os

autovalores A = 1+ 37, entao as solugoes sao

z(t) = €' (c11 cos 3t — c1asen 3t)

y(t) = e'(co1 cos 3t + coasen 3t)
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quando ¢ tende a infinito, a exponencial positiva faz as solugdes z(t) e y(t) tender ao
infinito como mostra na figura 6

Figura 6 — Retrato de fase para o sistema do Exemplo 3.1.4 cujo os autovalores sdo complexos

y

/7D

Fonte: Producao prépria

Nas préximas segoes estaremos interessados apenas no caso em que os autovalores
sao imaginarios puros.

3.2 Sistemas Autonomos e Estabilidade

Sistemas Autonomos

Um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem é chamado auténomo
quando pode ser escrito na forma

dxl

ﬁ — fl(xlaan”'axn)
dx
= falanw )
dx
Ttn = fn(l‘laan"'axn)

desse modo, a variavel independente t nao aparece explicitamente no membro direito das
equagoes. Seja o sistema autonomo com duas equacoes diferenciais

dx

— =F(z,y)

dt (=,

(3.35)
dy
At =G(2,y)

Podemos escrever esse sistema na seguinte forma vetorial

dX
— =1f(x).
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onde x =zi+yj e f(x) = F(z,y)i+ G(z,y)j. O sistema
X' = AX, (3.36)

é um exemplo simples de um sistema auténomo. No entanto, se pelo menos um elemento
da matriz de coeficiente A for uma funcao da variavel independente ¢, entao o sistema nao
é autonomo. A discriminagdo entre sistemas autonomos e nao-auténomos faz-se necessario

para analise qualitativa geométrica que desenvolveremos neste trabalho.

Suponhamos que F' e G sejam funcdes de classe C' em algum dominio D do plano
xy. Seja (xg,yo) um ponto pertencente a D, entdo, pelo Teorema 2.1.1 existe uma unica

solucdo do sistema (3.35) que satisfaz as condicoes iniciais

x(to) = o, y(to) = yo- (3.37)

A solucgao estd definida em algum intervalo de tempo I que contém o ponto tg. Muitas

vezes ¢ mais pratico escrever o problema de valor inicial (3.37) também na forma vetorial
x(tg) = xY, (3.38)

onde x” = 2i+yoj. O sistema auténomo (3.35) tem um campo de diregoes associado que
nao depende do tempo. Um dado importante que decorre disso, é que todas as solugoes que
satisfazem uma condigao inicial do tipo (3.37) possuem a mesma trajetéria, independente
do instante ¢y no qual elas estdao em (z,yo). Dessa forma, podemos obter, simultaneamente,
através de um unico retrato de fase do sistema linear (3.36), informagoes qualitativas sobre

todas as solugoes do sistema (3.35).

Estabilidade e Instabilidade

Considere o sistema autoénomo
x = f(x). (3.39)

Os pontos onde f(x) = 0, se existirem, implica que X’ = 0 e, portanto, sio chamados de
pontos criticos do sistema autonomo (3.39). Estes pontos correspondem as solugdes de

equilibrio ou constantes do sistema de equacoes diferenciais auténomos.

Um ponto critico do sistema (3.39) serd considerado estavel se, para algum ¢ > 0

existir um § > 0, tal que toda solugao x = ¢(t) do sistema (3.35), satisfaz, em ¢t = 0,
16(0) =% <5,

de modo que para todo t >0
lo(t) —x°|| <e. (3.40)
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Em outras palavras isso quer dizer que todas as solugoes que iniciam proximas, isto €, a
uma distancia menor do que § de x° permanecem préximas, ou seja, a uma distancia menor
do que € de x°. Apesar disso, a trajetoria da solugao nao necessariamente precisa tender ao
ponto critico x¥ quando ¢ & infinito. Um ponto critico que nao obedece a condi¢ao (3.40) é
considerado instavel. Em particular o ponto critico centro é estavel.

0

Para um ponto critico x~ ser denominado assintoticamente estavel é preciso ser

estével e existir um dg > 0 tal que, se uma solugdo x = ¢(t) satisfaz

[16(0) —x°|| < do, (3.41)
entao
lim ¢(t) = x. (3.42)

Assim, as trajetorias que iniciam préximas do ponto critico x? além de permanecerem
préximas tém que acabar tendendo a x° quando ¢ tende & infinito. Veja que a estabilidade
assintotica é uma propriedade mais forte que a estabilidade, pois um ponto critico tem
que ser estavel antes de ser assintoticamente estavel. Porém, somente a condigao (3.42),

que é inconcebivel para a estabilidade assintética, ndo garante nem estabilidade simples.

3.3 Sistemas Nao Lineares

Nas secoes 3.1 e 3.2 apresentamos o comportamento das curvas solugoes de sistemas
lineares homogéneos para cada tipo de autovalor e propriedades de estabilidade do ponto
critico. Nessa se¢ao iremos nos concentrar em solugoes com autovalores complexos. De

acordo com os conceitos discutidos nas se¢oes precedentes, podemos afirmar:

Corolario 3.3.1. O ponto critico ° =0 do sistema linear homogéneo (3.36) é estdvel se

A= £pi sdo imagindrios puros.

A partir desse corolario percebemos que um autovalor da matriz de coeficientes A
pode determinar o tipo de ponto critico e sua estabilidade. Por outro lado, os autovalores

dependem dos coeficientes de A.

Segundo Boyce e Diprima (2006, p. 269) "Quando um sistema desses aparece em
algum campo aplicado os coeficientes resultam, em geral, de medidas de determinadas
quantidades fisicas."'Estas medidas podem sofrer pequenas mudancas, isto ¢, os coeficientes
podem sofrer pequenas pertubagoes e isso pode afetar a estabilidade do ponto critico, bem

como a configuracao das trajetérias. Por exemplo, considere o sistema

<<(50)(0)
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calculando as raizes do polindmio caracteristico encontramos os autovalores A = £+, logo

o ponto critico (0,0) é um ponto de centro estavel. Considere agora o sistema

(5 2)(5)

tal que |e| é arbitrariamente pequeno. Calculando as raizes do polindmio caracteristico
encontramos os autovalores A = e+ 3i. Observe que independente de quanto |e| for pequeno
o autovalor A = e 4 i transforma o ponto de centro num ponto espiral. Se € < 0, o ponto

espiral é assintoticamente estavel e, se € > 0 o ponto espiral é instavel.

Contudo, quando os autovalores sao imaginarios puros A = +4i o ponto critico é
um centro e as trajetorias sao curvas fechadas em volta dele. Mas se os coeficientes da
matriz A sofre pequenas pertubagoes os autovalores se tornam \ = o+ 34, onde |« é
pequeno e 3’ ~ . Logo, as novas trajetérias sdo espirais em vez de curvas fechadas. Se

a < 0 o sistema é assintoticamente estavel e, se a > 0 é instavel.
Seja
/
x = f(x) (3.43)
um sistema autonomo com duas equacoes diferencias ordinarias nao-lineares. Vamos
analisar agora as trajetérias deste sistema na vizinhanca de um ponto critico x°. Para isso

precisamos aproximar o sistema nao-linear (3.43) a um sistema linear, pois deste tltimo

sabemos descrever o comportamento das trajetérias.

Consequentemente é necessario saber como encontrar um sistema linear apropriado,
de tal forma que as trajetorias sejam boas aproximacgoes do sistema nao-linear. Sem perda
de generalidade, podemos escolher o ponto critico sendo a origem, pois se x° = (0, sempre

0

podemos fazer a substituigdo u=x—x" na equagao (3.43). Seja

x' = Ax+g(x) (3.44)

um sistema nao linear. Suponha que x =0 é um ponto critico isolado do sistema (3.44). Ou
seja, existe algum circulo em torno da origem, no qual nao existem nem um outro ponto

critico. Suponhamos também que detA # 0 entdo x =0 é um ponto isolado do sistema
x' = Ax.

O sistema ndo-linear (3.44) serd préximo do sistema linear x' = Ax, se g(x) for
pequeno.
Definicao 3.3.1. Seja o sistema ndo-linear (3.44). Suponha que g(x) seja de classe C*,

se g(x) satisfaz a condigdo

g ()]l

| — 0 quando x— 0, (3.45)

entdo o sistema (3.44) é quase linear na vizinhanga do ponto critico € = 0.
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A definigao 3.3.1 diz que ||g(x)|| é pequeno em comparacao a ||x|| préximo da

origem. Escrevendo o sistema nao-linear (3.44) em forma escalar, temos
¥ =F(z,y) e v =G(x,y). (3.46)

Seja (xo,yo) ponto critico de (3.46), suponhamos que as fungoes F(z,y) e G(z,y) tém
derivadas parciais continuas até a segunda ordem, entao pela série de Taylor em torno do

ponto (zg,%p), temos

F(z,y) = F(x0,y0)+ Fi(x0,y0)(x —x0) + Fy(20,%0)(y — yo) + p1(z,y)
G(z,y) = G(x0,90)+ Go(20,y0)(x —20) + Gy(20,50) (¥ — v0) + p2(2,y)

onde
p(z,y)

\/(x —20)? + (Y —yo)?

analogamente para 2.

—0 quando (z,y) = (z0,0) e,

Observe que
F(x0,y0) = G(xo,40) =0

e que
dr d(z_x0)
da dt
dy _ dly—yo)
dt at

Assim o sistema (3.46) se torna

d ( T — 1 ) _ ( Fu(zo,y0)  Fy(wo,y0) ) ( T — 1 ) N ( p1(z,y) ) (3.47)
dt \ y—yo Ga(z0,90) Gylwo,90) ) \ y—vo pa(z,y) | '

Portanto, se as funcoes F e G forem de classe C?, entdo o sistema (3.46) é quase linear.

—~

Além disso, o sistema linear correspondente, isto é, que aproxima o sistema nao-linear

(3.46) na vizinhanca de (xg,yo) é dado pela parte linear da equacao (3.47):

d ( u ) _ ( Fy(wo,y0)  Fy(wo,y0) ) (u ) (3.48)
dt \ v G (z0,%0) Gy(x()?y()) v ‘

onde u=z—2x9ev=y—1yo.

Como o termo nao-linear g(x) é pequeno comparado ao termo linear Ax quando
x é pequeno, podemos presumir que as trajetérias do sistema linear (3.36) sejam boas

aproximagoes do sistema nao-linear (3.43).
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4 MODELO PREDADOR-PRESA

Assim como comentamos na introducao deste trabalho, neste capitulo iremos discutir
a interacao ao longo do tempo entre duas espécies, das quais uma se alimenta da outra, ou
seja, uma espécie predadora e outra a presa. Vamos apresentar as equacoes Lotka-Volterra,
que é um modelo predador simples e, portanto nao descreve completamente as relagoes que
ocorrem no ecossistema. Apesar disso, este modelo é o primeiro passo para compreender

outros modelos mais proximos da realidade.

E recorrente em modelagem de problemas fisicos, atribuir notagoes simbélicas para
aquilo se deseja estudar. Nesse sentido, vamos chamar de x e y as populacoes da presa e

do predador, respectivamente e de t o tempo.

Suponhamos que num certo instante nao exista a espécie predadora, entao a
populagao de presa cresce a uma taxa proporcional a populagao existente. Em termos

matematicos isso significa:

onde a > 0.

Em outras palavras isso quer dizer que a variacao da populagao de presa em
relacao ao tempo ¢ igual ao produto da populacao atual naquele instante por uma taxa de
proporcao. Suponhamos agora que nao exista presa, entdao a populagao de predador nao
tém do que se alimentar, logo tende a extingao. Assim,
dy
—= =—cy, quando x =0,
dt Y, g

onde ¢ > 0. Ou seja, a populagdo de predadores ao no decorrer do tempo é decrescida por

uma taxa proporcional a populacao atual.

Por fim, suponhamos que no ambiente tenha a presenca das duas espécies. Quanto
maiores as populagoes, maiores as possibilidades de encontros entre as espécies. Quanto
menores as populagoes, menores as possibilidades. Logo, o nimero de encontros entre

predador e presa é proporcional ao produto das duas populagoes.

Sendo que a cada encontro a populagao de predador tende a crescer e a de presa
tende a diminuir. Assim, a populacao de predador cresce a uma taxa yxry e a de presa

decresce a uma taxa —wxy, onde 7 e w sdo constantes positivas. A partir dessas hipdteses
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chegamos nas equagoes Lotka-Volterra:

gz _ — = z(a—wy)
i ar —wry = x(a—wy
(4.1)
dy
a Y +yzy =y(—c+z)

As constantes a e w sao, respectivamente a taxa de crescimento da presa na auséncia
do predador e a taxa de mortalidade com a presenca do mesmo. As constantes ¢ e v sao,
respectivamente a taxa de mortalidade do predador na auséncia da presa e a taxa de

crescimento com a presenca da presa.

Antes de adentrar no caso geral de solu¢oes deste modelo faremos um exemplo.
Suponhamos que uma espécie de presa na auséncia do predador mantenha constante sua
populacao atual, ou seja, a = 1, mas com a presenca do predador sua populacao tende

diminuir a uma taxa w = 3 Suponhamos agora que a populagao de predador tende a
morrer a uma taxa ¢ = 7 quando nao tem presa, mas com a presenca da presa tem sua
populacao aumentada a uma taxa y = T

Assim temos o seguinte sistema:

dx 1 1
- 1—Zy)=1— =
(4.2)
dy 3 . 1
— = ——y+-xy.
dt TRV
Os pontos criticos desse sistema sao tais que
do _dy _
dt dt
logo
1 3 1
1——y)= ——+-x)=
z(l=3y)=0 e y(=7+72)=0

daizx=y=0ouzxr=3 e y=2.

Entao os pontos criticos sao (0,0) e (3,2). O primeiro ndo nos interessa, pois nao
faz sentido analisar um sistema que nao haja nem presa nem predador. Vamos analisar
entao o ponto (3,2).

Sejam

1 3 1

F(r,y)zx—ixy e G(x,y)z—zerza:y-
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Para facilitar as contas vamos fazer x =34 u e y = 2+ v, assim obtemos

do 3181
a2t MR
(4.3)
LS WS SRS B I
R N S R
onde 3 1 1 1
Flu,v)=—2v—= — Cut-w.
(u,v) SV QU e G(u,v) FUt v

Como F e G sao de classe C2, pois sdo fungdes polinomiais em duas varidveis,
vamos utilizar a equacao (3.48) para encontrar o sistema linear correspondente ao sistema

nao-linear (4.3). As derivadas parciais sao,

1 3 1
Fo=—v e F=———-u
2
€,
1 1 1
Gu_§+zv € szzu

Logo o sistema linear

SIS
RS
ST
SN—
I
VRS
N
=3
s e
85

<
— —
N———
/
ST
SN————

é igual a

d{w) [ 0 =3/2 u
o) (0 )() “

O polinémio caracteristico desse sistema ¢é

3
)\2+Z:O,

V3

logo os autovalores sao A\ = iz’?.

Entao o ponto critico é um centro estavel para o sistema linear (4.4). No entanto
nao podemos concluir nada a respeito das trajetérias do sistema nao-linear (4.3), pois
como vimos na Secao 3.3, esse ¢ um caso sensivel que qualquer minima pertubagao no
sistema pode alterar o padrao das trajetdrias. Voltamos entéo ao sistema (4.2) e dividimos

a segunda equagao pela primeira:

dy/dt _dy _y(—§+7)

de/dt  dz  z(1- sy)

Veja que esta equacao é separavel
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e integrando-a, temos

3 1 1
Zlnx+lny—§y—1x:c (4.5)

onde ¢ é uma constante de integracao.

A prova que a equagao (4.5), é uma curva fechada por métodos analiticos é bastante
complexa e isto desvia do proposito desse trabalho, que é analisar as trajetorias das
solugoes. Entretanto, utilizando o Geogebra temos seu grafico apresentado na Figura 7
com a constante ¢ obtida a partir de condigoes iniciais z(0) = ik y(0) = 2 originando a

curva f e com a constante co = —1 a curva g. O ponto A = (3,2).

Figura 7 — Grafico da equagdo (4.5) para dois valores distintos da constante ¢

y

g

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Producao prépria

Uma vez que as curvas sao fechadas, isso nos indica que o ponto critico (3,2) é
um ponto de centro também para o sistema nao-linear (4.2), entdo podemos analisar
o sistema linear correspondente sem nos preocupar com casos em que perturbagoes no
sistema implique em situacoes indesejadas. Dessa forma prosseguimos com a anéalise do

sistema linear correspondente (4.4).

3
Logo os autovalores associados ao sistema (4.4) sdo A = iiT' Entao fazendo
AK = MK, temos
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escolhendo k1 = 1 obtemos k9 = —\%, assim um autovetor desse sistema é
1
K= ,
1 ( ~i/V3 )
e consequentemente,
— 1
K =
Por (2.16) temos que
1 0
P, = e Py = .
1 ( 0 ) : ( ~1/V3 )
Decorre da Afirmacao 2.2.2, lembrando que a parte real o = 0, que
2 /3 . /3 ;
U, = cos(—t) — sen(—t
VA V3 1 V3 ]
U; = cos(—t)+ sen(—t)| .
2 (—w%) K (0) X
A solucao geral desse sistema é
U=c1U;+cU;
que é equivalente a
3 3
u = cpeos(—t)+co sen(it)
2 2
a V3. e 3
v —=sen(——t) — —=cos(—t¢
Considerando as seguintes condigoes iniciais:
1
u(0) = 1 © v(0) =0,
assim . .
u(0) = ¢1 cos(0) 4 cgsen(0) = 1 T a=g
e
C1 Cc2
v(0) = —=sen(0) — —=cos(0) =0 = c23=0
Dai temos que
1 3
= 4(:08(\515) (4.6)
1 V3
= — —t 4.7
v 3 sen( 5 ) (4.7)
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utilizando a identidade trigonométrica da soma de argumentos para o cosseno, podemos

escrever a equagao (4.6) da seguinte maneira:
u = 3k cos(\égt +0)
3 3
= 3k cos(\é_t) cosf — 3k sen(\g_t) senf

de modo que
Skcosﬁzi, 3ksent =0

1

— 9k*cos’) = —
coS 16
9k%sen?0 = 0

somando as equagoes (4.10) temos que

1
ok = —
16
1
=k = —
12

substituindo k em (4.8) encontramos 6 = 0.

Analogamente, podemos escrever (4.7) da seguinte maneira
Vo= \/gksen(\égt +6)
3 3
= ﬁksen(\é_t) cosf + \/gkcos(\é_) senf

usando o mesmo raciocinio,

\/gkcosézzl\l/g, V3ksen = 0
= 3k?cos? = 1
48
3k%sen?0 = 0
novamente somando as equagoes (4.12),

1
3K = 418
=k = -

substituindo k em (4.10) encontramos 6 = 0, como esperado.

(4.9)

(4.10)

(4.11)
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Com isto, mostramos que as constantes k e 6 podem ser determinadas pelas

condigoes iniciais. Assim, podemos escrever as curvas solu¢oes da seguinte maneira:

u = Skrcos(\ggt +0)

v = 3k sen(\égth@)

voltando o problema para as variaveis x e y temos

r = 3+3kcos(\é§t+6)

y = 2+\/§ksen(\é§t+9).

Essas solugoes sao curvas periddicas que circulam em torno do ponto critico (3,2).
Proximo ao ponto critico essas solugoes representam boas aproximagoes do sistema nao-
linear (4.2). A Figura 8 apresenta o retrato de fase para o sistema (4.4) associado ao
sistema nao-linear (4.2), para alguns valores de k. A curva em vermelho é obtida com

1

Figura 8 — Retrato de fase do sistema linear associado ao sistema nao-linear (4.2)

y

Fonte: Produgao prépria

Observe que em um certo instante as populagoes das duas espécies sao pequenas.
Dai, com poucos predadores, as presa comeca a se reproduzir mais e sua populacdo comeca
a crescer enquanto a populacao de predador permanece pequena. No entanto, em outro

instante ha bastante alimento para os predadores e sua populagao também comega a
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crescer. Com o crescimento da populacao de predadores a populacao de presa tende a
diminuir. Entao, com menos comida os predadores também diminuem e o sistema volta a

situacao inicial. A Figura 9 mostra as curvas x e y em fungao de ¢, onde k =0,6 e 6 = 0.

Figura 9 — grafico das solugdes do sistema (4.4) em funcdo do tempo

Fonte: Produgao prépria

Na figura 9, o grafico se torna melhor para visualizar a comparagao entre as duas
espécies. A curva x(t) representa a variagdo da populacao de presa e a curva y(t) a

populacao de predador.

Observe que as curvas sao semelhantes. Entretanto, a medida que a populacio de
presa cresce a populacao de predadores cresce também. Apds atingir uma valor maximo
a populagao de presa comeca a decrescer, enquanto a populagao de predador continua
crescendo. Em um determinado instante a populacao de predador atinge também um valor

maximo.

No instante seguinte, comeca a decrescer com o decrescimento da populacao de
presa. Este fenomeno se repete periodicamente. Este fato vai ficar mais claro ao final da

analise que se segue.

Vamos agora apresentar o caso geral utilizando o mesmo procedimento do exemplo.

Seja o sistema predador-presa:

- ~sfa-w)
5 = 0s—wry=z(a—wy

(4.12)

dy
- = ety =y(—ctz)

os pontos criticos sao as solugdes das equacoes,
rla—wy)=0 e y(—c+wz)=0.

Resolvendo essas equagoes encontramos os pontos criticos (0,0) e (¢/7v,a/w). Como dito

antes o ponto (0,0) ndo tem relevancia neste estudo. Vamos analisar as solugbes na
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vizinhanga do ponto critico (¢/7v,a/w). Primeiro vamos fazer a mudanga de variavel:

r=—4u e y=-—+v
~ w
Entao temos o sistema

du we ( we )
— = ——V—wuv =v(—— —wu
dt
dv ay N (a'y+ )
— = —utyuv=u(— V).
dt w i w i

Recorrendo a equagao (3.48) obtemos o seguinte sistema linear correspondente.

d{uw) 0 —we/y u
dt(v)_(ya/w 0 )(v) (4.13)

o polindmio caracteristico desse sistema é A2+ ac = 0, logo os autovalores sdo \ = +i+/ac,
entao o ponto critico é um centro estavel para o sistema linear (4.13). Como comentamos
no exemplo com essa informacao nao podemos concluir nada a respeito do comportamento
das trajetérias do sistema nao-linear (4.12). Dividindo, entdo, a segunda equacao pela

primeira equagao em (4.12),

dy/dt —dy y(—c+~z)

de/dt — dt — z(a—wy)

Note que essa equacao é separavel

a—wy —c+yx

dy = dx

integrando-a, obtemos

alny—wy+clhe—~yr=r (4.14)

onde r é uma constante de integragdo. Aqui também é possivel mostrar que (4.14) é uma
curva fechada, entretanto os recursos para este fim fogem da proposta deste trabalho e,
obviamente, nao podemos abrir mao do geogebra para construir este caso geral. Logo
vamos considerar este fato como verdadeiro. Zill e Cullen (2001, p. 189), esbogam uma
demonstracao deste caso. Contudo, o ponto critico (¢/7v,a/w), é um ponto de centro

também para o sistema nao-linear (4.12).

Como mostramos no exemplo a solu¢do do sistema linear (4.13) pode ser escrita na

forma

u = f;kcos(t\/@+ 0)

v o= a\/?ksen(t\/%jLH)
wVa
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onde os parametros k e # sao determinados pelas condic¢oes iniciais. Voltando nas variaveis

rey,

r = E—I—Ekcos(t\/&+9)
T
(4.15)

y = 248 Eksen(t\/ac~|—9).
w wVa

Essas curvas sdo boas aproximagoes para as trajetorias perto do ponto critico (¢/7v,a/w).

Destas equagodes podemos coletar as seguintes informacoes:

e A variacao das populacgoes das espécies ocorrem de forma senoidal com periodo de

2m
——, que ¢é independente das condigoes iniciais. De fato, fazendo

Jac

t1=t+—
1 + /—aca

temos

c c 2m
z(t1) = —+ —kcos(vac(t+—)+0
(0) = S+ Skeosyae(t+ S +6)
- E—i—Ekcos((t\/ac—l—é’)+27r)
v
= s+skcos(t\/ac—i—e)cos%r—sen(t\/ac+9)sen27r
= E—f-EkCOS(t\/(IC—’—Q)
v

2T

N

c a [c
e As amplitudes das solugoes sdo k— para a presa e —,/—k para o predador, logo
v wVa

note que x(t1) = x(t), isso implica que o periodo T =

dependem das condigoes inicias e dos parametros do modelo.

e As populagbes médias de presas e predadores em um ciclo completo sao dadas,

respectivamente, por

1 AT p 1 pALT p A
m—f/A w(t)dt e y—T/A y(t)dt (4.16)

onde T' é o periodo e A é uma constante nao negativa qualquer. Usando as equagoes
(4.15) em (4.16), temos

]
Il

LT e L cos(tn/ac s 6)| di
T/A 5—1—5 cos(tv/ac+0)

1 fA+T Cd o A+T g
= = —dt t t
T/A S + /A cos(tv/ac+0)

—_————
* *ok
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1
onde C' = fgk. Integrando (*), temos
v

1 rA+T ¢ c
f/ Car=C.
r/a v vy

E integrando (**), temos

C
NG {sen(\/acAjL@) cosv/acT +senv/acT cos(v/acA+0) —sen(\/acA—i—G)} =
ac
2w c
Como T'= —— temos que +/acl = 2mw. Consequentemente, T = —.
Vac vy

Calculando, agora, 7 temos:

U o= T/A+T[ \/>ksent\/—+9)

ALT ¢ A+T
= T/ dt+R/ sen(ty/ac+0)dt

Fokkk

1
onde R = a\/?k. Integrando (***), temos
TwV z

1 A+T g a
f/ =2
T Ja w w

E integrando (****), considerando novamente T' = temos que

T
vac’

R {cos(\/&/H—@) cos(vacT) +sen(v/ac A+ 0)sen(v/acT) — cos(v/ac A+ 9)} =

Vac
a

Assim, § = —.
w

Portanto, as popula¢oes média de presa e predador em ciclos completos sao respecti-

c a
vamente, — e —.
¥ oow

e Suponha que k > 0. Usando a aproximacao (4.15) vamos calcular as populagoes

maximas de presas e predadores. Primeiro vamos encontrar os pontos criticos ¢, e t,

d
de z e y. Fazendo c% =0, temos

dx

i —Eksen(t\/@—i- 6)v/ac=0.
N

Isso implica que
sen(tv/ac+0) =0.

Ou seja,
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d
para todo n € Z. Fazendo d—?t/ =0, temos

dy _ a\/akcos(t\/@—l—g)\/a_cz 0.
dt  wVe

Isso implica que

cos(tv/ac+0) = 0.

Ou seja,

ty = (g+n7r—9)

Os pontos criticos de x e y sao, respectivamente,

3
o

_n7r—9

—
v Vac

e ty:(g—kmr—H)

3
o

para todo n € Z.

Vamos analisar os pontos criticos t, e t, quando n = 0. Para isso utilizamos o teste

da segunda derivada:

d*x &
TT _ Chcos(ty/ac+ 0
7 S cos(tv/ac+0)ac
d*x c —0
W(tx) = —;kcos(\/ac(ﬁ%kﬁ)ac
= —skCOS(O)aC <0.

Entao t, é ponto de maximo. Analogamente, temos

&y
dt?

= —a\/Ek:sen(t\/a_ch@)ac
wVa

d?y a\/? s 1
ﬁ(fy) = —; aksen(\/a_c(E—Q)ﬁ—i—Q)ac

a [c T
= —w\/;ksen(2)ac <0.

Entao ¢, ¢ também ponto de maximo. Como x e y sao fungoes periddicas de periodo
T, as populagoes atingirao seus maximos t; +71 e t, +7T. Quando n =1, ¢, e t, sao
pontos de minimos. Observe que as populagoes de presa e predador nao atingem seus
maximos no mesmo tempo t. Na verdade, a populagao de predador atinge o maximo

um quarto do periodo T apds a populagao de presa atingir seu maximo. De fato,

ot — (L_Q)_(f+ _Q)L
=T T e T N T Y e
m

2/ac

1
= -T
4
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Deste modo, podemos concluir que, embora os ciclos fechados de presa e predador
tenha periodos iguais a T, a populacao de predador tem um atraso de ZT com

relacao ao ciclo da populacao de presas.

Vamos agora analisar a velocidade de crescimento da populagao de presa. Para isso

vamos encontrar o ponto de inflexao t;, da curva z(t).

d’x s 1
s

Para n =0, t;, = 0)——. Assim, o ponto onde a curva = tem uma inflexao,

G =9 Ve
coincide com ponto onde a populagao de predador atinge seu méximo. A fim de

analisar este ponto de inflexao t,,, considere os pontos

T 1 2w 1
tyy =(=—0)—— tyy =(——0)——
1 (3 >\/a—c € x2 ( 3 )\/&7
ou seja, ty, <tz <tz,. Deste modo,
d’x c T 1
ﬁ(zﬁml) = —;kcos(\/ac(g—ﬁ)ﬁ—l—@ac
c T
= —k —)ac <0
S cos(g)ac
e
d’x c 2T 1
W(th) = —;kCOS(\/ CLC(? _9)ﬁ+9>ac
2
= —scos(;)ac > 0.

Assim, no intervalo [tg,,ts,[, temos

E no intervalo |t,ts,], temos

Portanto, quando o predador atinge sua populacao maxima, velocidade de crescimento

da populagao de presas é a menor possivel. Para n =1,

1
boy = (E‘Fﬂ-_g)i

2 vac
logo o ponto de inflexao t,, coincide com o ponto onde a populagao de predador

atinge seu minimo. Considere os pontos

1
txlz(i+7r—9)— e tyy = (= +71—0)—),

3 Jac
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isto €, ty; <tz <tz,. De modo andlogo ao caso anterior, temos que no intervalo

[ta:l Y two [7 9
d“z
— >0,
dt?

e no intervalo |t,tz,], temos
d*z
— < 0.
dt?

Portanto, quando o predador atinge sua populacao minima a velocidade de cresci-

mento da populacao de presas é a maior possivel.

Analogamente, vamos analisar a velocidade de crescimento do predador. Entao,

vamos encontrar o ponto de inflexdo da curva y(t).

d%y nmw—0
WZO = ty():t:ﬂ:

Para n =0,

ou seja, o ponto de inflexao t,, coincide com o ponto onde a populacao de presas

atinge seu maximo. Para analisar este ponto de inflexdo, considere os pontos

T, 1
tyy = (—0+ )

ly, <ty, <ty,. Deste modo,

d2y

a /a v
ﬁ(tyl) = —a Eksen(\/ ac(—e—g)ﬁ—l—Q)ac
a /a v
= —a gksen<—6)ac > 0

d%y 7

a [c 1
W(t"n) = —; 5kS€H(\/CLC(—‘9+g>7,a—C+9)
a C T
= —w\/;k:sen(G)ac<0.

Assim, no intervalo [t,,,ty,[, temos

d2y

E no intervalo |t,,,t,,], temos
d?y

W<O'
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Assim, quando a presa atinge sua populacado maxima, a velocidade de crescimento

da populagao do predador é a maior possivel. Para n =1,

T—0

t, =
Yo \/&7

que é igual a tempo t, onde a populacao de presa atinge seu minimo. Considere os

pontos
1 o, 1
e ty=m—-0+—)—

Jac 6’ \ac’

ty, <ty, <ty,. De modo andlogo ao caso antecedente, no intervalo [ty ,t,,[, temos

T
ty1:(7r—9—8)

d2y

ﬁ<0‘

E no intervalo |t,,,t,,], temos
d?y
dr?
Entao, quando a presa atinge sua populagdo minima, a velocidade de crescimento

> 0.

da populacao do predador é menor possivel. Os graficos 10 e 11 representam estas

analises.
Figura 10 — Gréfico do sistema nao-linear (4.2) com indicagdo dos pontos de: inflexdo e maximos

e minimos, das curvas z(t) e y(t)

y

Ymax = Y(ty) = X (tx) = Xinin

Xmin = X(tx) = y,(tyn) = y:nin Xmax = X(tx) = yl(tyu) = y:vla'x

Ymin = Y(ty) = Xl(txn) = X:néx

Fonte: Producao prépria
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Figura 11 — Comparagoes entre as populages de presas e predadores para o sistema linear (4.4)
associado ao sistema néo linear (4.2)

Xy

x(t) x(t)

¥(ty) = X (o) ¥(ty) = Xipin(tsg) ¥(ty) = Xpin(te)

¥t/ x(to) ¥t ) x(t)

o y(ty,) R ¥(t)

X(t) ¥(ty) x(t) ¥(t)

Fonte: Produgao prépria

Resumindo, as variagoes das populagoes de presas e predadores sao periddicas.
A populacgao de presas atinge seu maximo primeiro e depois de um quarto de ciclo a
populacdo de predadores atinge seu maximo. Além disso, quando a populacao de presas
atinge seu nimero maximo, a velocidade de crescimento da populagdo do predador é
maior possivel e quando a populacao de presas atinge seu nimero minimo, a velocidade
de crescimento da populacao do predador é a menor possivel. Por outro lado, quando
a populagao de predadores atinge seu niimero maximo, a velocidade de crescimento da
populacao da presa ¢ menor possivel e quando a populacao de predadores atinge seu

numero minimo, a velocidade de crescimento da populagao da presa é maior possivel.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Diante das informagoes obtidas através do modelo matematico, percebemos quao
bem, o mesmo expressa o modelo biolégico de interacao entre as espécies. Existem modelos
mais precisos, como por exemplo, modelos que consideram as interagoes das duas espécies
com o meio. Entretanto, novamente os modelos matematicos se mostram eficientes para
descrevé-los. Para além disso, modelos como este que aproximam a matematica da realidade,
torna esta ciéncia ainda mais bela. Assim, como diz o epigrafe deste trabalho, a matematica

¢ o meio de comunicagao que temos com o mundo.

No desenvolvimento deste trabalho, na inter-relacao, dos conteidos foi possivel
reforcar e aprofundar noc¢oes de algebra linear, de geometria analitica, de célculo e de
equacgoes diferenciais ordinarias. Além disso, este trabalho proporcionou consolidar os
conhecimentos relacionados ao uso da diferenciacao para esbocar graficos, ao estudo de
elipse a partir de sua forma quadratica, campos de direcoes de fungées com duas variaveis,

entre outros.

Outra aprendizagem significativa foi operar o Geogebra que auxilia bastante na
compreensao dos objetos matematicos e também o LaTex, pois cada vez mais exige-se
um pouco de dominio de informaética pelo professor. O primeiro contato com a pesquisa
em matematica, ocorreu de fato com este trabalho. O exercicio de buscar e estudar
os conhecimentos matematicos e depois escrever justificando cada informacao é muito
enriquecedor para nossa profissao, cuja a missao é tornar os conhecimentos cientificos mais

acessiveis as pessoas.

Ao fazer a disciplina de EDO surgiu o interesse em pesquisar nesta area. Entao
o primeiro passo foi delinear um tema para restringir melhor nosso campo de estudo.
Assim, por meio de busca e sugestoes resolvemos estudar o modelo predador-presa. Em
seguida, precisavamos direcionar bem nossa pesquisa, dai definimos como objetivo analisar

as solugoes do modelo predador-presa.

Dados esses passos, era necessario um percurso metodolégico para atingir tal objetivo.
Para isso, realizamos um estudo bibliogréafico e exploratério para obter os conhecimentos
necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Nisto, muitas vezes, tivemos que retomar

conteiidos estudados antes e também aprender novos conceitos.

Apos feito todo o estudo do tema, foi o momento de organizar a estrutura do texto.
De forma que cada capitulo fosse base para compreensao do seguinte. Além disso, tivemos
a exigéncia de justificar cada passagem do texto, com a escrita clara e objetiva. Buscando

sempre atrair a atencao do leitor.
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Diante disso, estes procedimentos podem servir de base para os estudantes que
ainda nao teve contato com a pesquisa em matematica, mas que almejam pesquisar nesta
area. Por fim, este trabalho pode servir de auxilio para estudantes que tém dificuldades
em estudar diretamente nos livros, pois, muitas vezes, omitem passagens e/ou apresentam

linguagem que dificultam a compreensao.
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