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RESUMO

As integrais s3o uma importante ferramenta matematica com muitas aplicagdes e de relevante
interesse para quem as conhece e, principalmente, a quem faz uso delas. Assim, este trabalho
apresenta métodos alternativos para a resolu¢do de problemas com integrais de fungdes reais.
Especificamente, para a resolu¢c@o dessas integrais através da integracdo complexa, apresenta-
remos métodos que buscam, se nao facilitar, pelo menos mostrar que existem outras formas de
resolver esses tipos de problemas. Para isso, foram utilizadas vérias referencias de diferentes
autores, chegando as conclusdes esperadas. Também, serdo apresentados varios exemplos de
fungdes reais sendo integradas por métodos complexos, e se apoiando principalmente no teo-
rema dos residuos. Finalmente, aplicamos esses métodos estudados como ferramenta para a

resolugdo de problemas na drea da Probabilidade.

Palavras-chave: Integracdo complexa. Teorema dos residuos. Probabilidade.



ABSTRACT

Integrals are an important mathematical tool with many applications, and of relevant interest to
who know them, and especially to who use them. Thus, this paper presents alternative methods
for problem solving with real function integrals. Specifically, for solving these integrals through
the complex integration, we will present methods that seek, if not facilitate, at least show that
there are other ways to solve these types of problems. For this, several references from different
authors were used, reaching the expected conclusions. Also, we will present several examples
of real functions being integrated by complex methods, and relying mainly on the residual
theorem. Finally, we apply these studied methods as a problem solving tool in the Probability
area.

Keywords: Complex integration. Residue theorem. Probability.
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Capitulo 1

Introducao

A Matematica é uma ciéncia que estd presente em cada detalhe de nossa sociedade e,
para uma melhor compreensdo do nosso meio, é de fundamental importante conhecé-la. Uma
das partes ou ferramentas de muita importancia dessa ciéncia € o célculo diferencial e integral,
por ser uma area de aplicacOes diretas por parte das engenharias, principalmente quando o as-
sunto € o desenvolvimento de grandes projetos ou mais especificamente as grandes construcoes.
Tendo em vista tamanha importancia, nesse trabalho procuramos apresentar e discutir métodos
ou formas diferentes de integracdo, trabalhando nao sé com os tradicionais, mas buscando apoio
na teoria dos nimeros complexos, ja que algumas fun¢des reais sao quase impossiveis de serem
resolvidas utilizando apenas os caminhos mais comuns.

Trabalhando com pesquisas em livros, monografias e dissertagdes, apresentaremos uma
parte relevante da integracdo de funcdes de uma varidvel complexa, onde o leitor podera per-
ceber as relagdes entre elas e as integrais reais, assim como, mostrar uma proposta alternativa
para integracdo dessas fungoes reais.

Vamos estudar aqui, fun¢des de uma varidvel complexa e suas principais caracteristicas,
bem como Teoremas com resultados fortes como o Teorema de Cauchy, teorema dos Residuos,
assim como séries convergente, métodos de derivacao e integracdo de funcdes de uma varidvel
complexa, emfim, apresentaremos uma parte importante do estudo dos nimeros complexos.
Para isso dividimos o trabalho em seis capitulos.

No capitulo 2, traremos a histéria do surgimento do conjunto dos nimeros complexos, e
em seguida apresentamos alguns conceitos e resultados importantes, assim como sua forma de
representacdo e algumas propriedades.

No capitulo 3, trabalharemos com algumas fung¢des especiais do conjunto dos ndmeros
complexos, e apresentaremos alguns teoremas importantes, assim como as condi¢cdes que uma
fun¢do deve cumprir para ser derivavel e poder calcular sua derivada.

No capitulo 4, apresentaremos, o que se pode considerar como foco principal do traba-

lho, que € a integracdo de funcdes de uma varidvel complexa, assim como as séries de Taylor e

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

Laurent, e o teorema dos residuos.

E, por fim, no capitulo 5, estudaremos com as aplicacdes desses métodos de integracao
complexa, como uma forma de mostrar métodos alternativos, quando se trata da integracdo de
fungdes reais. Mostraremos ainda uma aplicagdo da integracdo complexa, em relagdo ao cdlculo
de probabilidades.

Para melhor compreensdo deste trabalho, € importante que o leitor tenha algum conhe-
cimento prévio sobre os contetidos das disciplinas de Cdlculo II, III e IV, assim e sobretudo de

variaveis complexas.



Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Neste capitulo serdo abordadas algumas defini¢des e resultados envolvendo as nogdes
preliminares sobre os ndmeros complexos, tais como, sua representacdo polar, extracao de
raizes, limites e continuidade dessas funcdes. Todas essas definicdes servirdo de base para a
compreensao do trabalho. Para mais informacoes ao leitor, as principais referéncias utilizadas

para o desenvolvimento do capitulo, foram [1, 4].

2.1 Um pouco de Historia

Na longa historia da Matematica, percebemos que o surgimento de novos nimeros sem-
pre causaram grande alvoroco e muitas historias com finais tragicos. Isso ocorreu especialmente
com 0s ndmeros negativos, 0 zero, os nimeros irracionais e complexos. E interessante destacar
que os nimeros complexos surgiram da descoberta de solugdes para equagdes cubicas em sua
forma geral > + ax?® + bx + ¢ = 0 com a, b, ¢ € R no século XVI. No livro Ars Magna de
Girolamo Cardano, € apresentado um método de resolug¢do de alguns tipos de equacdes do 3°

grau, que quando aplicada a equacdo z° = 15z + 4, chegavam 2 solucio:

xr = {’/2—1—\/—121%—{’/2—\/—121.

Essa parecia ser uma solucdo invalida, j& que ndo existe raiz quadrada de nimeros ne-
gativos. Porém, apds algumas manipulacdes com as propriedades usuais de nimeros reais,
percebeu-se que esse resultado era exatamente igual a 4, e como podemos verificar, x = 4 €
uma solucdo da equagdo. Assim, por mais que fosse estranho trabalhar com niimeros conside-
rados “ilegais”, ao final obteve-se um resultado verdadeiro. Esse € somente um dos exemplos e
talvez o de maior relevancia conhecido, em que justifica o uso de raizes quadraticas de nimeros
negativos. O desenvolvimento do novo conjunto, onde se admite raizes quadréticas de nimeros

negativos, hoje ¢ denominado conjunto dos nimeros complexos e, representado por C.

14



CAPITULO 2. NOCOES PRELIMINARES 15
2.2 Numeros Complexos

Definicao 2.1. Chama-se conjunto dos nimeros complexos e representa-se por C, o conjunto
de pares ordenados z = (z, y), onde estdo determinadas as seguintes opera¢des soma e produto

da seguinte forma: dados apenas 21, z2 € C, onde 21 = (x1,y1) € 20 = (x2, Ya).

2+ 2z = (v1+ 22,01+ Y2)
212y = (x11:2 — Y1Y2, T1Y2 — 17291-)

Sao considerados nimeros complexos, os nimeros que satisfazem as propriedades acima.

Todo nimero complexo z pode ser representado da forma a + bi, com a,b € R. O
simbolo 7 representa a unidade imaginaria, definida como sendo o nimero complexo cujo
quadrado é —1, ou seja, 2 = —1, sendo que o valor de i = v/—1, notagio adotada por Euler e
usada até hoje. Na forma algébrica a + bi, os niimeros a e b, sao denominados respectivamente,
parte real e parte imaginaria do numero complexo z = a+ bi. Utilizamos a notacdo Re z = a
e Im z = b. Os nimeros que possuem a parte imaginaria igual a zero sdo os reais, € aqueles
que possuem a parte imaginaria diferente de zero, sdo chamados imaginarios. Quando a parte
real for igual a zero, chamamos esses numeros de imagindrios puros. Os nimeros complexos,
assim como os reais, possuem algumas caracteristicas e propriedades a serem destacadas. Ao
introduzirmos nimeros complexos, vemos a necessidade de definir a adi¢do e a multiplicagao,
de forma que as propriedades associativa, comutativa e distributiva permanecam vélidas como

acontece com 0s NUMEros reais.
i) a+ bt =c+ di, significaque a = ¢, b = d;
i) (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i;
iii) (a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bic + bidi = (ac — bd) + (ad + bc)t.
Exemplo 2.2. Vejamos alguns exemplos de operagdes com niimeros complexos:
D) (2+59)+(-5+4+7i) =—-3+12i
i) (1 —10¢)- (34 2i) =23 —28i

A subtracdo de nimeros complexos, se d4 a partir da ideia de oposto de um nimero. O oposto
de um niimero complexo z = a + bi é do seguinte modo —z = (—a — bi). Dados z; = x1 + yyi

e 2y = T+ Yot € C, temos pela definicdo que,

21— 2o = (xl - $2) + (yl - yQ)Z"
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2.3 Plano Complexo

O plano complexo, assim como o real, corresponde ao conjunto de representagdes de
todos os ndmeros complexos z = x + yi que comumente chamamos pontos z = (z,y).
A representacdo de nimeros no plano é importante, pois podemos identificar nimeros

através de pontos ou vetores e suas coordenadas, como segue na Figura 2.1.

Figura 2.1: Plano Complexo.

Im zA
|12 z=(xy
: >
0 X Re z

Fonte: Arquivo pessoal.

Os nimeros complexos possuem moédulo e conjugado.

i) O médulo de um niimero complexo z = x +yi é um nimero nao negativo |z| =/z? + y2.

Tal numero representa a distancia desse ponto a origem do do plano.

i1) O conjugado de um nimero complexo z = z + yt € definido como sendo Z = = — yi. A
importancia dos conjugados esta relacionada ao fato de que os mesmos permitem calcular
o quociente de nimeros complexos z; € zo. Para isso basta multiplicar o numerador e o
denominador pelo complexo conjugado do denominador.
Z1

Exemplo 2.3. Sejam os nimeros complexos z; = 2 + 27 e 25 = 1 + 4. Calculamos —.
22

Para dividir dois nimeros complexos, multiplicamos z; e 25 pelo conjugado de zs:
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21 Z (2+2i)_(1—i)
Zy Z (1417 (1—q)

(2+20) (1-4)
(1+4) (1—14)

(2 — 2 +2i +2)
(1—(=1))

2
= 2

Exemplo 2.4. Sejam os ndmeros complexos z; = 5 — 37 e 2o = 3 — 5i. Calculamos “y
22

Para dividir dois nimeros complexos, multiplicamos 2; € 22 pelo conjugado de zs:

(5—3i) (3+51)

(3—5i) (3 +50)

21

S8

zZ2

(15 + 25i — 9i + 15)
(9 + 15i — 15 + 25)

30 + 161
34

15+ &

17

2.4 Representacao Polar

Além da representacdo em sua forma algébrica e na forma de pontos no plano car-
tesiano, os nimeros complexos ainda podem ser representados numa forma chamada polar.
Considerando-se o nimero complexo na sua forma geométrica, com z # 0, chamamos de argu-

mento de z, o angulo # formado entre o eixo Oz e o vetor Oz.
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Figura 2.2: Representacdo Polar

A

Ny

0

\ 4

Fonte: Arquivo pessoal

Analisando o triangulo formado pelo eixo Ox e o vetor Oz, as coordenadas de x e y sdo
dadas da seguinte maneira x = |z| cosf e y = |z| sen §. Dali, é sempre possivel representar um
nimero complexo 2z na forma polar ou trigonométrica:

z =r(cosf +isenh), r = |z|; onde r e § sdo denominados coordenadas polares de z.
Exemplo 2.5. Vamos mostrar a forma polar de 1 + 1.

i) 14+i=+v2(cosT)+isen?.
A representagdo de 1 + 7 pode ser conferida na figura 2.3,

Figura 2.3: Representagdo de 1 + 7 no plano complexo.

ylk

v =

Fonte: Arquivo pessoal.
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2.5 Extracao de Raizes

Dado um niimero complexo m e um nimero natural n > 1, dizemos que z € C é uma
n-ésima raiz de m se

Zz" =m.

Para o caso em que m = 0, z s6 pode ser igual a 0, pois é a unica forma de satisfazer a
equagdo 2" = m. Assim 0 zero possui apenas uma raiz n-ésima que € o proprio zero. Agora
veremos para os casos em que temos m # 0, onde a equagdo possui n raizes distintas. Para

isso, considere a equagdo (2.1), z = r(cos @ + i sen @)

Teorema 2.6. Fixando n € N*. Todo niimero complexo ndo nulo m possui exatamente n raizes

n-ésimas complexas distintas, a saber,

2 = W[cos (0—221{#) + isen (0+2k7r>] 2.1

n

ondek =0,1,2,....n— 1.
Demonstracao: A demonstracdo deste teorema encontra-se em [4], p.14. O

Exemplo 2.7. Considere as raizes cubicas de 8, ou seja, /8. Note que 8 = 8(cos +isend).

Aplicando o teorema anterior, temos que:

2k 2k
ZE = 2(COST7T +z’sen?ﬂ> parak =0,1,2.

Vamos resolver o primeiro caso para k = 0.

2z = 2(0052'0.7T—|—isen2‘0'7r>
= 2 cosO+isen0>
— 2(1+0)
= 2
de forma andloga, encontramos que z; = —1 + ivV3e zy = —1 — iv/3. Podemos perceber que

20, 21 € 22 dividem a circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 em trés partes congruentes, COmo

mostra a Figura 2.4.
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Figura 2.4: Partes congruentes.

yl\

=y

Fonte: Arquivo pessoal.

2.6 Algumas Funcoes Complexas

Nesta secdo apresentaremos a definicao de funcdes de uma varidvel complexa, e também
algumas das fungdes de uma varidvel complexa mais utilizadas, como por exemplo: polinomi-

ais, racionais e a funcdo exponencial.

2.6.1 Funcoes de uma variavel complexa

Uma fun¢do de uma varidvel complexa é aquela cujo o dominio estd contido no conjunto
dos nimeros complexos. Lembramos que dados dois conjuntos A e B, uma funcio entre eles
é uma regra de correspondéncia que relaciona cada elemento a de A com um elemento f(a)
em B. O conjunto representado por A € chamado de dominio da fungdo f e o conjunto B €
chamado contradominio de f. Uma func¢do de uma varidvel complexa pode ser representada da
seguinte forma f : A C C — B. Para ser caracterizada como uma fung¢io, nio basta apenas
a lei de correspondéncia, precisamos conhecer também o dominio da fun¢do. Na maioria dos
casos trabalhamos com fungdes cujas relagdes sdo bem definidas w = f(z); sem muitas vezes
especificar o dominio. Porém destacamos para os leitores, que o dominio € formado apenas por

aqueles valores que fazem sentido para a relagdo. Como exemplo a seguinte funcao:

Exemplo 2.8. Considere a funcdo de uma varidvel complexa f, definida por

2z — 51

S A CES Ik
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Para fun¢des deste tipo, destacamos que tirando os valores z = 2: e z = —15 que zeram

o denominador, o seu dominio é constituido por todo o plano complexo.

Observacao 2.9. Uma informagao relevante € que, para as func¢des reais, um recurso muito utili-
zado € a questao do estudo das mesmas através de seus graficos. Ja para funcdes de uma varidvel
complexa, os graficos sio subconjunto de C? que identificamos no espago 4-dimensional R*.

Dado isso, perdemos a capacidade de utilizar esse recurso.

2.6.2 Funcoes polinomiais

Definicao 2.10. Uma func¢do polinomial é uma fungdo da seguinte forma f(z) = ag + a2z +
-+ -+ a,2"; em que os coeficientes ay, as - - - a, € C. Para os casos em que a,, # 0 dizemos que

f € uma funcgao de grau n.

Observacao 2.11. Podemos dizer que dado um ndimero complexo z, pertencente ao dominio
de uma fungdo, esse nimero é zero da fungdo ou raiz dessa quando f(zy) = 0, ou seja, quando

ele tornar nossa fungao igual a zero.

Para as funcdes polinomiais sdo definidas algumas propriedades como a soma e o pro-
duto. Considere as fun¢des f(z) = a,2" +---+az+age g(z) = bp2™ +---+biz+ by € C,

entao:

) h(z) = f(2) +9(2) = 2" + 12"+ + 1z + ¢, ondec; = a; + by, a; =
0 se i>n+1lebj=0, se j>m+1,

i) p(z) = f(2)g(2) = ds2® + ds_12° 1 + -+ + diz + dy, onde d; = a;by + a;_1bg + -+ +
apbi,a; =0 se i>n+1leb; =0, se j>m+1.

Exemplo 2.12. Considere as fungdes
f(2)=iz' +22° —(1+2i)2+3 e g(2)=—42"+ (1 —i)z + 2i.
i) h(z) = f(2) +g(z) =i2* — 223 — 3iz + 3 + 2i.
i)
p(z) = f(2)g(z) = —4i2" =820 + (1 4+14)2° + (4 + 6i)2* + (—12 + 64)2>

— (34 1)2% + (4 — 2i)z + 61.
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2.6.3 Funcoes Racionais

p(2)

Definicao 2.13. Uma funcdo complexa da forma f(z) = )’ onde p(z) e q(z) # 0, pertencem
q(z

ao conjunto de todos os polindmios com coeficientes complexos, é chamada funcdo racional.
Observe que ¢(z) # 0 dado que a divisdo por zero ndo esta definida.

Exemplo 2.14. Consideremos a seguinte fungao
i2° =223 — (1 4+1i)z — 3
flz) =" A
22 — (24 3i)z + 61

Vamos determinar o seu dominio.

Seja q(z) = 2% — (2 4 3i)z + 61, as raizes de q(z) sdo dadas por
243i£4/(2+30)? —24i 24 3i+£+/—5—12i
= 5 :

2
Como (2 — 3i)? = —5 — 121, as raizes de ¢(z) sdo
2 +3i+(2—3i
IR g gusi,
2
Portanto,

Dom(f) = C — {2, 3i}.
Proposicao 2.15. Seja f(z) = ag+ a1z + - - - + a, 2" uma fungdo polinomial. Se zy € C é uma
raiz de f, entdo z — zy é um fator de f, isto é, existe uma funcdo polinomial g tal que
f(2) = (z = 20)9(2),
para todo z € C.
Demonstracao: Por hipétese,
f(z0) = ap + apzo + - -+ + apzy = 0.

Portanto,
f(z) = f(z) = f(2)
2.2)
= aj(z—20) +ag(2> = 22) + -+ a,(z" — 2B).
Agora,
b= (- 2) T R b 2T Y

para todo k£ > 1. Substituindo estas igualdades na expressdo (2.2) e colocando (z — zp) em

evidéncia, vemos que f(z) = (z — 20)g(z), onde g é a fungdo polinomial

g(2) =ar +ax(z+20) + -+ a2+ 2" P+ 2l R 220,

A seguir apresentamos uma outra proposi¢cao importante:
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Proposicao 2.16. Toda funcdo polinomial de grau n > 0 possui no mdximo n raizes.

Demonstracao: A demonstracdo desta proposi¢c@o encontra-se em [4] p.32. O

2.6.4 Funcao exponencial
Definicao 2.17. A fun¢do exponencial, € a funcdo exp: C — C definida por
expz = €,

dado que z é um nimero complexo, ou seja, z = x + yi. Utilizando séries para o desenvolvi-

mento de e, € possivel mostrar que,

e” = e = ¢"(cosy +iseny.) (2.3)

Observe que a relag@o (2.3) € a formula de Euler, que € uma relagdo matemdtica que
mostra uma relacdo entre fungdes trigonométricas e a funcdo exponencial, em que x é o argu-

mento real.
Exemplo 2.18. Consideremos a fun¢@o exponencial f(z) = e, em z = i, ou seja,
fli)=e"

Aplicando (2.3) temos,

s

e =cosm+isenm = —1.

2.6.5 Propriedades

Sejam v, w € C. A fung@o exponencial f(z) = e* possui as seguintes propriedades:
i) e’ =1;
i) e’t =¢e¥ - e";

i) e = (e¥) ! = —

) _ e
) e Y = —;
e’lU

v) (e’)F = e, para todok € Z.
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Demonstracao: Aqui, mostraremos as propriedades 1), ii) e iii).

Prova de i)

Pela definicao de poténcias, a demonstracdo € imediata, ja que todo nimero elevado a zero €
igual a 1, logo:

e = "% = ¢%cos 0 + isen0).

Prova de ii): Considere v = a + bi e w = ¢ + di, logo temos:

't = e e(cosb+ isenb)(cosd + isend)

= e*(cosb+isenb)e’(cosd+ isend)

= e”-e".
Prova de iii):
Por 1) e 11) podemos escrever que:
1 = ¢
_ ez—i—(—z)
= e*-e”
1
= f=—.
eZ
Essas e as demais demonstragdes podem ser encontradas em [8], p.126. O

Definicao 2.19. Uma funcdo complexa f : A — C, A C C € periddica se existir um nimero

complexo ndo nulo w, chamado periodo, tal que f(z + w) = f(z), para todo z € A.

Observacao 2.20. Um detalhe importante a se destacar das funcdes exponencias complexas,
que difere das funcdes reais, € quanto a sua periodicidade, pois a funcdo real nao € periddica,

enquanto a complexa possui um periodo bem definido.

Como vem a seguir, a fungdo exponencial complexa f(z) = e* é periddica e possui
periodo 27, pois
flz+2m) = e +2m
e* - 2m
= €*(cos2m + isen2m)

= e* = f(2).
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Portanto se k € R, entao:

ez+2k7rz — ez )

2.7 Limite e Continuidade

Para abordarmos os conceitos de derivacdo, € de suma importancia o conhecimento das

defini¢Oes e propriedades, tanto dos limites como de continuidade.

2.7.1 Limite

Definicao 2.21. Seja f : D C C — C uma fun¢do complexa de dominio D abertoem Ce z; €
D. Dizemos que L € C é o limite de f(z) quando =z tende a z;, denotado por lim f(z) = L se,

Z—20
somente se, para todo € > 0, exista ¢ > 0 tal que, para todo

0<|z—2|<0=|f(z) = L| <e.

Na defini¢do, é necessario que z pertenga ao dominio da fungdo e z, seja ponto de
acumulacdo desse dominio. Essa defini¢do € similar a apresentada nas fungdes reais e se voltam

para o caso em que estamos acostumados a ver quando os nimeros sao reais.

Observacao 2.22. Seja X C C. Um ponto z5 € C € ponto de acumulagdo de X, quando
todo disco aberto de centro em z, tem intersec¢do ndo vazia com X, isto é, D,.(zp) N X #

&, paratodor > 0.

Em outras palavras, entendemos que, se L € o limite de f(z) quando z se aproxima de
2o, a imagem f(z) estd contida em uma bola B,(L) extremamente pequena, que possui como
ponto central o ponto L, e que podemos variar a distancia da nossa imagem para o centro da
circunferéncia o quao proximo quanto se queira, bastando para isso tomar z suficientemente

proximo de 2, a uma distincia adequada.

Exemplo 2.23. Seja f : C — C uma fungdo complexa, definida por

) 22+, ez #3410
f(z)_{ fB+i) =T

Mostraremos que 111311 22+ 1 =6+ 3i. Dado € > 0 devemos determinar 6 > 0 tal que
zZ—r (2

0<|z—B41i)| <d=|f(z) — (6+30)| <e.
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Temos:
1f(z) = (64+3i)] = |(2z2+4+17) — (6 + 3i)|

= |22 —6— 2i

= 2|z—(3+1i)| logo,

1f(z) = (6+3i)|<e = 2z—(3+i)|<e = \z—(3+i)|<g.
Portanto para todo = % segue-se que

0<|z—(3+4) <§ = |f(z) - (6+30) <e
e 1SS0 mostra que

lim 2z41¢ =6+ 3i.

z2—3+1

2.7.2 Propriedades do limite

No caso das propriedades dos limites em relacdo a soma, o produto e o quociente, as

fungdes de uma varidvel complexa admitem propriedades similares da fungdes reais.

Teorema 2.24. Se f e g tem limites finitos quando z — 2z, chamemos lim f(z) = M e

Z—r20
lim f(z) = N temos:
Z—rZ20
i) lim[f(2)+ f(g)] = lim f(2)+ lim g(2) =M + N ;
z—20 Z—20 220
i) im[f(2)- f(g)]=lim f(z)- lim g(z) = M - N,
Z—20 Z—20 Z—20
lim f(2)
iii) se lim g(z) # 0 temos que lim 1z) _ 20 .
220 ==z g(z)  lim g(z)
Z—r20
Demonstracao: A demonstraciao dessas propriedades estdo presentes em [1], p.45. O
Exemplo 2.25. Se f(z) = p(z) e zo ndo é raiz de ¢g(z), entdo o lim f(z) = p(z0) = f(20)
9(z =20 9(20)

De fato, lim p(z) = p(z), lim g(z) = g(z0) # 0
Z2—20 Z—20

p(Z) _ p('ZO) f(ZO)

lim —= = =
=20 9(2)  g(20)
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2.7.3 Continuidade

Seja f : D — C uma funcio complexa com dominio D, quando o ponto z, pertence ao
dominio da fungdo e f(z9) = L. Dizemos que a fungdo f é continua em um ponto z, quando

as trés condi¢des forem satisfeitas:

i) lim f(z) existe,
Z—r20

i) f(zo) existe,
iii) ILm f(z) = f(z0).

Se f € continua em todos os pontos de seu dominio DD, podemos dizer que f € simples-
mente continua. Mas, geralmente, se S C D dizemos que f é continua em S se f|s é uma
funcéo continua, onde f|s é uma restricdo de f ao conjunto S.

A seguir teremos algumas propriedades das fungdes continuas.

Teorema 2.26. Sejam D um aberto de Ce f,g : D C C — C duas fungcbes complexas

continuas de D com zy C D, entdo:
i) (f+ g)(z) é continua em zy;
ii) (f —g)(2) € continua em zy;
iii) (f-g)(z) é continua em zy;
iv) E(Z) é continua em zy, se g(z) # Oparatodoz € D.

Demonstracao: As propriedades acima decorrem das operacdes com limites, e podem ser

encontradas em [7], p.33. O

Exemplo 2.27. A fungdo f(z) =

Para isso, basta notar que se zy # 0 entdo

€ continua para todo z # 0.

IS RN

_ limz __
Z

Z
lim = =270 = 20 — £(z,).
220 2 lim z 2z

Z—r20

Teorema 2.28. Se lim f(z) = L # 0, entdo existe uma vizinhanga Vi (vy) na qual f(z) é
Z—20

limitada.

Demonstracao: A desmonstracao desse teorema encontra-se em [1], p.45. O

E valido também o limite de fun¢des compostas, sendo assim definido:
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Teorema 2.29. Seja f uma fungdo cujo dominio contenha um ponto zy e cuja a imagem esteja
contida no dominio de uma fungdo g. Nestas condicdes, se g for continua em zy e f continua

em g(zo), entdo a fun¢do composta de f(g(z)) serd continua no ponto z.

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema pode ser vista em [4], p.70. O

Exemplo 2.30. Vamos considerar a fungio m(z) = (z + 1)3.
Considere f(z) = z + 1 e g(z) = 2°. Note que m(z) = g(f(z)). Como f(z) e g(z) sdo

continuas, entdo m(z) que é a composta dessas fun¢des continuas também é continua.

A relacdo acima diz simplesmente que a composta de fungdes continuas € também uma
func¢do continua. E desta relacdo do Limite de fungdes compostas, surge uma importante relagao

entre os limites da parte real e imagindria de um ndimero complexo, como segue:
Teorema 2.31. Seja f = u + v uma fungdo com dominio em D, e seja L = A + iB. Entdo:

lim f(z) =L,

Z—20

se e somente se,

lim u(z,y) = Ae lim v(z,y) = B.

220 Z—220

Demonstracao: A demosntracdo desse teorema encontra-se em [1], p.46. O

Corolario 2.32. Uma fungdo f = u(x,y) + v(x,y)i é continua num ponto zy = xy + iy se e

somente se sua parte real e imagindria forem continuas nesse ponto.
Esse colorario pode ser encontrada em [1], p.47.

Exemplo 2.33. De acordo com o coroldrio 2.2, e observando as partes reais e imagindrias das
conhecidas funcdes exponenciais, seno € cosseno, temos que:

i) lim senz = sen (z);
Z— 20

ii) lim cosz = cos(zp);
Z—20

iii) lim exp(z) = exp(zp).
Z—r20



Capitulo 3
Funcoes Analiticas

Neste capitulo, visando o entendimento basico para a derivagdo de fungdes comple-
xas, serdo apresentados os principais conceitos e definicdes sobre fungdes analiticas, também
conhecidas como funcdes holomorfas devido a sua equivaléncia. Também apresentaremos al-
gumas propriedades das fungdes analiticas, e para fixagdo dos principais conteidos daremos
alguns exemplos. Foram usados como base para escrita deste capitulo, as seguintes referéncias
[1,4,7].

3.1 Derivadas de Funcoes Complexas

A defini¢do formal de derivadas de fun¢des complexas € semelhante a dada para funcdes
reais, s6 que agora a fun¢ao estd definida num subconjunto dos nimeros complexos. Seja f uma
funcdo com dominio em D C C e seja z um ponto pertencente a esse dominio. Dizemos que f
¢ derivavel ou diferencidvel no ponto 2 se existir

i S A2) = 1)

Az 0 Az

)

ou, da seguinte forma, ao substituir z + Az por w
. flw)— f(z
i L) = f(2)
Z—r20 w — z
Para os casos em que esses limites existem, esse processo define uma nova fungdo em
z, que por sua vez € a derivada ou fungédo derivada da fungdo f, e comumente denotada por f:

Az 50 Az

Destacamos que o limite acima ndo depende como Az se aproxima de zero ou w de z.

Independente do raio tomado, o limite tem que ser 0 mesmo.

Exemplo 3.1. Qualquer fung¢do constante f(z) = ¢ € diferencidvel em todo ponto z, de C, pois

g f&) = fl0) o e—e o
Z—20 zZ— 20 z2—=20 2 — 20

29
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Assim, concluimos que f/(z) = 0 para todo z € C.

Exemplo 3.2. Vamos mostrar que a fungdo f(z) = 2" é diferencidvel, com n € N. Dado

20 € C,
i A =)
Z2—20 Z— 2o z—2z—0 2z — 20

n n

= lim ("' 2"
Z—r20

_ n—1
= Nz

Portanto, a funcdo f € diferencidvel em todos os pontos de C e,
f/(z) = nzg_l,
para todo z € C.

A diferenciabilidade de uma fun¢do implica em sua continuidade como mostra a proposi¢ao

a seguir.

Proposicao 3.3. Se a funcdo f : A — C é diferencidvel em um ponto z, entdo f é continua

em 2.

Demonstracao: A demonstracio dessa proposicao encontra-se em [4], p. 69. O

As regras de derivacdes para fungdes reais, nos induzem as regras de derivacao para as

funcdes complexas.
Proposicao 3.4. Se f : A — Ce g: A — C sdo diferencidveis em um ponto z,, entdo:

i) Para todo c € C,cfé diferencidvel em zj e,
(cf)'(20) = cf'(20)-
ii) [+ g é diferencidvel em z e,
(f +9) (20) = f'(20) + ' (20).
iii) fg é diferencidvel em zy e,

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

iv) Quando g(z) # 0, i é diferencidvel em z e,
g

i , L) — f'(20)9(20) = f(2)9'(20))
(g) =) 9(=3) '
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Demonstracao: A demonstracdo dessas propriedades encontram-se em [4], p.70. O
Exemplo 3.5. Seja g,(z) = 27", n € N. Vamos verificar que ¢/,(z) = —nz"""! para todo
z # 0.
1
Note que g, = 7 em que f,(z) = z". Portanto, se z # 0,
fa(2) n2""! —n—1
/ _ n — — n )
N T A

Exemplo 3.6. Seja a fungio f : C — C definida por f(z) = z2. A derivada de f no ponto

29 € C ¢é dada por:
22— 22

f'(z) = lim

zZ—2z0 2 — ZO

(z—20) - (24 20)

= lim
Z—r20 z — ZO
= lim (2 + 2)
Z—Z20
= 220.

Exemplo 3.7. Consideremos a fungio f(z) = ap + a1z + - - + a,2™.

Derivando-a teremos:

f'(2) = a1+ 2a9z + - - +naz" .

Um dos teoremas mais famosos nos cursos de Cdlculos, também € visto para fungdes de

varidveis complexas, e esse teorema € a regra da cadeia, enunciado a seguir:

Teorema 3.8. (Regra da Cadeia) Sejam f : A — Ce g : B — C fungées tais que f(A) C B.

Se f é diferencidvel em um ponto zy e g é diferencidvel no ponto f(z), entdo a fungdo composta

g o f édiferencidvel em zj e,

(g0 ) (20) = g'(f(20)) ] (20)-

Exemplo 3.9. Consideremos a fungao

z+1
22 100
notemos que h = go f,onde f(z) = e =z,
q golf f(2) Y 9
: _ : , 22422 99
Temos que suas derivadas sdo respectivamente f’(z) = e g(z)=100z".

(z+1)2
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Usando a regra da cadeia, obtemos

22 )99 22+ 22

W(z) =g (f()f(2) = 100(2 +1) (z2+1)2

100(z + 2) 29
(z + 1)1

3.2 Equacoes de Cauchy-Riemann

32

Nesta secdo, apresentamos as condicOes necessarias e suficientes para garantir a

existéncia das derivadas de uma funcdo complexa em um determinado ponto, pois nao basta

existir derivada da sua parte real e imagindria, precisamos de mais algumas ferramentas, e essa

condicdo sdo garantida pelas equagdes de Cauchy-Riemann.

Teorema 3.10. Seja D C C — C, f(z) = u(x,y) + v(x,y)i e f(z) é derivdvel em um ponto

20 = o + Yot € C. Entdo as derivadas parciais de primeira ordem u e v com relacdo a x e y

existem em x, e satisfazem:
ou ( ) ov ( )
- 2o, = 7 Zo,
Az 0 Yo By 0> Yo

0 0
8—3(950,%) = _6_;(%"%)'

Além disso, 5 5
f/(Zo) = a—i(xo,yo) = —ia—]yc(ﬂﬁoayo)-

Demonstracao: A demonstracdo desse importante teorema, pode ser acompanhada em [7], p.

42.

Exemplo 3.11. Consideremos a fungdo f(z) = e*,z € C.

Como vimos anteriormente, e* = e*(cos y + i sen y). Daqui, temos a parte real e imaginaria

u(z,y) =€e"cosy e wv(r,y)=e"seny.

Logo Ou * cos Ou T se ov T se e v * cos
, s =¢ , — = —e%seny, — =e“sen —=e
8% 52 Y oy Y bx 4 oy Y
ou seja,

du v

or 8_3/

ou  Ov

oy  Ox

. Ou Ov Ou 0O . )

Assim, U aU gl I atisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann.

a_waa_yaa_yaa_x

funcdo f(z) = e, é derivdvel em todo ponto z € C.

Portanto,

O

a
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Exemplo 3.12. Analisemos a fung¢do f(z) = 2. Podemos escrevé-la na forma de suas compo-

nentes reais e imagindrias da seguinte forma:

flz) = (z+yi)’

(x4 yi)? - (z + yi)

(22 — y? + 2zyi) - (x + yi)
(23 — 3ay?) + (32%y — v3)i.

Temos entdo que u(z,y) = (z° — 3zy?) e v(z,y) = (32°y — y*). De onde percebemos que

derivando em relacdo a = ey temos:

Ou  _ 322 — 3y?
gm

S
o
D= 322 -3y
o
P~ e
oy .

Vemos com isso que as igualdades

du v 8u__@
or 8y dy ox’

sdo satisfeitas para todo z = x + yi € C. Portanto, f € derivavel em todo ponto z € C.

Observacao 3.13. Ha casos também em que as funcdes satisfazem as equagdes de Cauchy-
Riemann, porém nao possuem derivadas parciais continuas, o que nao caracteriza uma fungao
analitica. Para ser consideradas derivdvel, temos a condi¢do suficiente, que diz que além de
as partes reais € imagindrias destas fungdes existirem e satisfazerem as equagdes de Cauchy-

Riemann, elas também devem possuir derivadas parciais continuas.

Teorema 3.14. Seja uma funcdo f = u —l— v definida em um aberto de A C C suponhamos que

Ju Ou 81}

as derivadas parciais — 92 90’ On 8 ex;stem em todos os pontos de A. Se cada uma dessas
y Ox

derivadas é continua em um ponto 2 aye A e se as equacdes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas

poru e v em zy, entdo | € derivdvel ou diferencidvel em .

Demonstracao: A demonstracdo do teorema encontra-se em [4], p.75. O

3.2.1 Forma polar das equacoes de Cauchy-Riemann

Podemos ainda expressar as equacdes de Cauchy-Riemann usando coordenadas polares,

a saber:
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Teorema 3.15. As equacoes de Cauchy-Riemann na forma polar sdo dadas por:

Ju 10v
or  rob
e
ov 10u
= _-Z 1
or r 00 G-
Demonstracao: A demonstracido desse teorema pode ser encontrado em [7], p.58. O
Teorema 3.16. Suponha que a fungdo
f(z) =u(r,0) +iv(r,0), (3.2)

esteja definida em toda uma vizinhanga de um ponto néo nulo zy = roexp(if), e suponha que

i) as derivadas parciais de primeira ordem em relacdo a r e 0 das funcdes u e v existam em

cada ponto dessa vizinhanga e que,

ii) essas derivadas parciais sejam continuas em (ro, 0y) e que satisfacam a forma polar das

equacoes de Cauchy-Riemann

em (19, 0p).

U,

=g, Up = —TUr

Entdo existem as derivadas f'(zy) e seu valor é dado por

f(z0) = e (u, + iv,), (3.3)

em que as derivadas parciais do lado direito devem ser calculadas em (ry, 6;).

Exemplo 3.17. Se f(z) = = =

Esse teorema pode ser encontrado em [2], p.69.

1

(re?)?

Com z # 0, as fun¢des componentes sao

Como,

ru, =

2 cos 260 B

_cos 20

72

= Uy
7”2

1 ) 1
T—Qe_m = r_2<COS 20 — isen 20).
sen 260
2sen20
¢, Up = — = _T”Ur,

r2



CAPITULO 3. FUNCOES ANALITICAS 35

e dadas que as demais condi¢cdes impostas em 3.3 estdo satisfeitas em cada ponto nao nulo

z = re", existe a derivada de f se z # 0. Além disso, pela equagio (3.3)

re = e

2c0s260  2sen 29)
- +1
3 3

3.2.2 Funcgoes Analiticas

Definicao 3.18. Seja D C C um aberto, zg € De f : D — C. Dizemos que f € analitica em
2o se f for derivavel em todos os pontos de um disco aberto contido em D e com centro em 2.

Dizemos que f € analitica em D se f for analitica em todos os pontos de D.

De acordo com essa definicdo, uma funcao que s tenha derivada em alguns pontos
isolados, ndo € analitica. O conceito de analiticidade requer a existéncia da derivada em to-
dos os pontos de um conjunto aberto e ainda poder ser representada através de uma série de
poténcias. E, dado que toda fun¢do poténcia € holomorfa, podemos concluir que a nocao de

fungdo analitica € equivalente a nocao de funcao holomorfa.

1
Exemplo 3.19. A funcio f(x) = — é analitica em cada ponto nao nulo do plano finito, pois sua
z

. -1 .
derivada f'(2) = —;- existe num tal ponto.
2

Definicao 3.20. Chama-se funcdo inteira, toda funcdo que € analitica em todo o plano com-

plexo.

Exemplo 3.21. As fungdes exponenciais, polinomiais, seno e cosseno (trigonométricas) sao

exemplos de fungdes inteiras, pois sdo derivaveis em todos os pontos de C.

Outra caracteristica extremamente util em relagdo as funcdes analiticas € que, se duas
fungdes sao analiticas em um dominio D, entdo a soma e o produto dessas funcdes sdo analiticas
em D. Da mesma forma em que o quociente dessas fun¢des é uma funcdo analitica em D, desde

que a fun¢do no denominador nio se anule em algum ponto de D.

Proposicao 3.22. Se f e g sdo analiticas em um dominio D, entdo as seguintes funcdes também

0 sdo:

i) af + Bgonde o, 5 € C;
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i) f-g;
o f
iii) g desde que g(zp) # 0.
P(z)
Q(2)

qualquer dominio no qual tenhamos Q(z) # 0.

de dois polindmios, ¢ uma funcao analitica em

Exemplo 3.23. Em particular, o quociente

A partir da derivada da regra da cadeia de uma fungdo composta, vemos que a composi¢ao

de duas funcdes analiticas € analitica. Mais precisamente temos,

Proposicao 3.24. Seja f(z) uma fungdo analitica em um dominio D, e suponhamos que a
imagem de D pela fungdo w = f(z) esteja contida no dominio de defini¢do de uma fungéo

g(w). Entao a composta g o f € uma fungéo analitica em D, com derivada,
(90 f)(20) = g'(f(20))f'(20), paratodoz € D

Demonstracao: A demonstraciao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [10], p.52. O



Capitulo 4
Integracao Complexa

As integrais sdo extremamente importantes quando se trata dos estudos de fungdes de
variaveis complexas. Ela é conhecida em parte por sua elegincia Matematica, com teoremas
muito importantes. Serdo abordadas as principais caracteristicas, propriedades e aplicacdes da
integracdo de fungdes complexas. Tomamos por base para a escrita desse capitulo as seguintes

referéncias, [1, 4, 2, 7].

4.1 Arcos e Contornos

Os arcos continuos ou simplesmente arcos, sdo as curvas formadas pelos conjuntos C'

de pontos definidos da seguinte forma:
C=z(t) =z(t) +iy(t)onde ,a <t < b,

em que z(t) € uma funcdo continua de ¢t € [a, b]. A representacdo paramétrica de z = z(t)
ordena os pontos de maneira crescente em ¢, de forma que C' é um conjunto ordenado. Se
for ordenado em sentido hordrio, representamos C' como na Figura 4.1(a). O arco pode ser
orientado em sentido contrdrio e podemos representa-lo por —C, possuindo representacdo pa-

ramétrica z1(t) = z(—t), —b < t < —a. como mostra a Figura 4.1(b).

Por outro lado, chama-se arco simples, as curvas onde cada ponto z(t) corresponde a

um dnico valor de t.

Observacao 4.1. Em outras palavras, de acordo com a variagdo de ¢ no intervalo de a até b, o
ponto z(t) varia sobre a curva C', passando somente uma vez por cada ponto. Quando esse arco
ndo € simples, ao menos uma vez durante esse percurso, o ponto z(t) assume um mesmo valor

para valores distintos de ¢, isto é, z(t1) = z(t2), com t; # t.

37
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Figura 4.1: Arcos com sentidos contrarios

z(a)
C
(a) 2(5)
z(-a)
-C
(b)
z(-b)

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 4.2. Chamamos de contornos ou caminhos, a todo arco continuo formado com um
numero finito de arcos regulares, cada um terminando no comeco do seguinte, como mostra a
Figura 4.2

Figura 4.2: Caminhos por partes

z(a)

Fonte:Arquivo pessoal.

Precisamente, um caminho C' tem representacao paramétrica dada por uma funcio z =
z(t), continua num intervalo [a, b], com uma unido finita de subintervalos, sendo estes respecti-
vamente os dominios de cada um dos arcos que formam o caminho.

Existem ainda os caminhos fechados, ou seja, as curvas fechadas, que sdo aquelas onde
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os pontos correspondentes as suas extremidades coincidem z(a) = z(b) Figuras 4.4 e 4.5.
Também temos as curvas fechadas simples, que sao as que com excecdo das extremidades, os

demais pontos ndo coincidem, Figura 4.5.

\ @ 8

z(a) = z(b) z(a) = z(b)
Figura 4.4: Curva Figura 4.5: Curva de
Figura 4.3: Caminho 1 fechada Jordan

Definicao 4.3. Diz-se que uma regido R € simplesmente conexa, se qualquer curva simples
contida em R pode ser deformada continuamente até ser transformada em um ponto, sem sair
de R. Nas figuras abaixo temos o exemplo de uma regido simplesmente conexa (A), e uma
regido (B) com um “buraco” que destrdi a “conectividade”, tornando-a em uma regido que nao
¢ simplesmente conexa. As regides que nao forem simplesmente conexas as chamamos de

multiplamente conexas Figura 4.6.

Figura 4.6: Regides conexas

O

Fonte: Arquivo pessoal.

4.2 Integral de Contorno

Definicao 4.4. Seja ['(t) = U(t) + iV (t) uma fungdo complexa continua de varidvel real ¢
definida em um intervalo [a, b]. Sua integral estd definida em termos da integral das fungdes

reais U e V/, como mostra a seguinte expressao:

/a Ryt = / ")t + / "Vt @1
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Dessa defini¢do principal, surgem algumas propriedades,

i) Re/bF( )dt—/ab Re F'(t)dt; Im/ :/ Im F'(t)dt;
11)/ )]dt = /abF( )dt—l—/a G(t)dt;

iii) / cF(t)dt = c / F(t)dt; onde nosso ¢ € uma constante complexa;

/dt

Demonstracao: Essas propriedades podem ser verificadas em [1], p.80. O

iv) /|F )dt|, onde a < b.

Exemplo 4.5. Consideremos a fungio F(t) = e, integravel no intervalo {O, ﬂ .

Aplicando a propriedade i) (4.1), vamos ter:

7r T
/4 edt = /4 (cost + isent)dt
0 0
T T

= /4 costdt+i/4 sen tdt
0 0

0

4.3 Integrais Definidas

Definicao 4.6. Um caminho C : [a,b] — C é dito suave se, C' é diferencidvel em todos os

pontos de [a, b] e sua derivada C’ € continua em [a, b].

Seja D C Cumabertode C, f : D C C — C uma funcio complexa continua, e ainda
C' C D uma curva suave contida em D, como mostra a Figura 4.7:

Podemos dividir C' em n partes iguais, representando essas subdivisdes pelos pontos
20,215,225 Zn.
Para cada um dos arcos zj_; a zj, representados acima, podemos tomar um poto arbitrdrio &

entre eles. Calculamos o valor de f() paratodo k = 1,2, - - , n e, efetuamos a seguinte soma:

Sn=f(&)(z1 — 20) + [(&)(22 — 21) + - + [(&) (20 — 2n-1) Zf (&) (2 — 25-1)-
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Figura 4.7: Integral de linha

=y

Fonte: Arquivo pessoal.

Podemos ainda fazer a variagcdo entre esses pontos da seguinte maneira Az, = z, — 2_1,

obtendo,
= f(&)Az + f(&)Az + - + f(&n) Az, = Z J(&r) Az

Fazendo o ndmero de pontos da parti¢do tender ao infinito, de forma que os comprimen-
tos dos arcos representados por |Az| se aproximem de zero, esse somatdrio tende a um limite.
A esse limite chamamos de integral de f ao longo de C', que se estende desde um ponto z = z;
até um outro ponto z = z,, do plano complexo.

Desta forma sdo consideras integrais de linhas ou curvilineas, onde a fungdo f estd

definida sobre um caminho C, e o representamos como segue:

/f(z)dz ou /Zn f(2)dz. 4.2)
c 21

Defini¢cao 4.7. Se C' : [a,b] — C é um caminho suave e se f é uma fun¢do complexa definida

e continua em C', definimos a integral de f sobre C por:

/C F(2)dz = / FC@)C (@)t .3)

Como a fungdo integrando da integral do lado direito de (4.3) é continua em |a, b], temos que a

integral do lado direito da igualdade em (4.3) existe.
Observacao 4.8.

i) A integral definida acima é chamada de integral de linha ao longo da curva C.
ii) Notemos que se a fun¢do f ¢ analitica em D, entdo ela € integravel ao longo da curva C.

ii1) Vale ressaltar que as integrais reais definidas no Célculo podem ser interpretadas como
areas, volumes e outras interpretacdes, o que difere das integrais complexas que exceto

em casos bem particulares, ndo dispdem de interpretacdes geométricas diretas.
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4.3.1 Relacao entre integrais de linha complexa e real

Uma importante relacdo que podemos tracar entre ambas as integrais, € que as integrais
de linhas complexas podem ser representadas ou reescritas em fungdo das integrais de linhas

reais da seguinte forma:

/C F(2)de = /C (u(z, y) + iv(z, 1)) - (dz + idy)
(4.4)

= /C(u(x, y)dr — v(z,y)dy + i/c(v(x, y)dx + u(zx, y)dy.

Para ilustrar esse fato, apresentamos o exemplo a seguir, onde calculamos duas integrais.

Exemplo 4.9. Sejam f : C — C uma funcao definida por f(z) = z = = + yi e, C o circulo de
centro zo = a + bi e raio .

Como a fungdo é f(z) = z temos que u(z,y) = xev(r,y) = y. Vamos agora pa-
rametrizar essa curva. Dado que C' é uma curva de centro em z; = a + bi, uma possivel
parametrizacdo é © = a + rcos(t)ey = b+ rsen(t),t € [0,27). As derivadas de = e y sdo
respectivamente: dx = —r sen (t)dt e dy = r cos(t)dt, e com isso podemos calcular as integrais

separadamente com as partes reais € imagindarias:

[tz = vwatay = | (o= yay
_ /O (-t ros(t) - (—rsen (¢) — (b -+ rsen (£)) - r cos(t)]dt

= /0 W(—ar sen (t) — br cos(t) — 2r?sen (t) cos(t))dt

2

)

0

, sen?(t)

= (arcos(t) — brsen (t) — 2r 5

= 0.

Para a segunda integral temos o seguinte:

ey + vtwyis = [ oy + yao
c c
= /0 W((a +rcos(t) - rcos(t) + (b+ rsen(t) - (—rsen(t))

= /0 7T(ar cos(t) — brsen (t) — r*(cos?(t) — sen?(t))dt
= 0
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Portanto,

/C F(2)dz = 0.

As integrais complexas assim como as reais obedecem algumas propriedades, caso haja
duas fun¢des integraveis em um intervalo.
A seguir, apresentaremos uma proposi¢do com tais propriedades, que sdo andlogas as

propriedades das integrais definidas.

Proposicao 4.10. Seja D C C um aberto f,g : D C C — C duas fungdes complexas in-

tegraveis sobre a curva suave C' C D, entdo:

B / (f +g)(=)dz = /C f(2)dz + /C g(2)dz;

ii) /Caf(z)dz:a/cf(z)dz, a e C;

iii) / )= - /C F(2)dz;

iv) / f(z)dz = f(z)dz + f(2)dz, onde C, é um caminho suave por partes, onde
C ] Ca
CcD.

Demonstracao: A demonstracio dssas propriedades podem ser encontradas em [4], p.117. O

Exemplo 4.11. Considerando a fungio f(z) = y — x — 3. Vamos calcular o valor da integral

/ f(2)dz, considerando C' o segmentode z =0 a z = 1 + i como mostra a Figura 4.8.
c

Uma parametrizagdo dessa curcaéx = tey = t, t € [0,1]. Usando a equacdo (4.4),

teremos,

/Cf(z)dz = /Of(t+it)-(1+i)dt
= /1(—3t22')(i+1)dt
= /1(—3t2z’+3t2)dt

()

= 1-—u.

1

0
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Figura 4.8: Segmento

yh

=V

1

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 4.12. (Caminho suave por partes) Um caminho C' : [a,b] — C ¢é dito suave por
partes, se existir uma parti¢do a =ty < t; < --- < t,, = b do intervalo [a, b] tal que, para cada

1 < k < n,arestri¢do Cy de C a [t)_1, tx] € um caminho suave, ou seja,

E com isso temos que todo caminho suave por partes pode ser escrito como uma soma
de caminhos suaves. Assim, se f é uma fun¢do complexa continua em C), a integral de f sobre

C' esta definida por
/ f(z)dz = f()dz+ [ f(z)dz+---+ f(z)dz. 4.5)
c ol Cs Cn

Exemplo 4.13. Considere um tridngulo que tem como vértices os pontos 7'(0,1,7) onde o
tridngulo € limitado pelos segmentos que ligam Oa 1,1aieia0 e seja d1(0,1,47) o caminho
suave dado por 07°(0,1,7) = [0, 1] + [1, ] + [¢, 0]. Como na Figura 4.9.

Pela defini¢do da integral de uma funcdo sobre um caminho suave por partes, e pela

equagao (4.5), temos:

Tomando a fungéo continua f(z) = Re(z), obtemos,



CAPITULO 4. INTEGRACAO COMPLEXA 45

Figura 4.9: Caminho

|07(0,1,i)|q

1

Fonte: Arquivo pessoal

/BT(Rez)dz = /[0,1}(R€Z)dz+/[1,i](ReZ)dZ+A,O](R€Z)dZ
= [ [(a-na- i o
= %+(i—1)(1—%>

5
4.4 O Teorema de Cauchy

Como vimos anteriormente, as fungdes analiticas entre dois pontos zj € 2, podem ser
calculadas, através da integral da fung¢do sobre um caminho ou contorno que une esses dois
pontos. Se o integrando for uma funcdo analitica, a integra¢do depende apenas dos pontos fi-
nais e iniciais. Esta informacdo estabelece o teorema de Cauchy que estudaremos a seguir.
Trabalharemos com fun¢des definidas em regides simplesmente conexas. Porém isso ndo sig-
nifica que seus dominios sejam apenas esses tipos de regides; mas esses dominios podem ser

restritos a subdominios que sejam simplesmente conexas.

Teorema 4.14. (Teorema de Cauchy) Seja f uma fungdo analitica definida em uma regido

simplesmente conexa R. Entdo:
/ f(z)dz =0, (4.6)
c

para todo contorno fechado C' contido em R.

Demonstracao: Por (4.4), temos que

/C f(2)dz = /C (ule, y)dz — v(z, y)dy) + / (v(z, y)dz + u(z, y)dy).

C



CAPITULO 4. INTEGRACAO COMPLEXA 46

As duas integrais reais sdo iguais a 0 desde que u e v tenham derivadas continuas em D e

ou ov  Ov B ou

dy oy or

Essas sdo exatamente as equacdes de Cauchy-Riemann. Logo,

/f(z)dz:O—l—i-O:O.
C

Esse teorema pode ser estendido para regioes multiplamente conexas, como segue,

Teorema 4.15. Seja C' um caminho fechado e sejam C; com (j = 1,2,3,--- ,n) um nimero
finito de caminhos fechados contidos em C' tais que os interiores de C; ndo tenham pontos em
comum. Seja R, a regido fechada consistindo de todos os pontos de C' e de todos os pontos
interiores a C, exceto os pontos interiores a cada Cj, e seja B a fronteira orientada de R,
consistindo de C' e todos os C}, orientados de forma a deixarem os pontos de R a esquerda de

B. Entdo, se f(z) é analitica em R,

/ f(z)dz = 0. 4.7)
B
Esse teorema pode ser encontrada em [3], p.105.

Exemplo 4.16. Se C for algum caminho fechado simples, com qualquer orientagdo, entdo:

/ sen (22)dz = 0.
c

Isso ocorre porque a fungdio composta f(z) = sen (2?) € analitica em todo o plano complexo, e

sua derivada f’(z) = 2z cos(z2?) € continua em toda parte.

4.4.1 Formula integral de Cauchy
A seguir, apresentaremos mais um resultado importante.

Teorema 4.17. Seja f uma funcdo analitica nos pontos interiores e em cada ponto de um

caminho fechado simples C' orientado positivamente. Se zy for um ponto interior qualquer de

C, entdo F(2)d

1 z)dz

flao) = o~ | T~ (4.8)

T Jo 2 — 2
Demonstracao: Tomemos 2, um ponto no interior de C' e considere a funcio g : C' — C dada
por

f(Z)_f(ZO)’ SeZ?éZO,
Z — 20

9(z) =

f'(z0), se z=z.
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Temos que g € analitica em C'/z, e como

lim g(2) = lim 1= (0)

Z—r20 Z—r20 Z — ZO

= ['(20) = g(20),

g é continua em C'. Pelo Teorema de Cauchy,

/Cg(z)dz = 0.

Como
C C zZ— 20
z dz
= ) dz — f(20) /
C <%0 C <%0
= (2) dz — f(zo)2mi.
cZ %0
Logo concluimos que a férmula se verifica. O

Essa expressdo € denominada féormula integral de Cauchy e, em outras palavras, nos
diz que se uma funcdo f for analitica nos pontos interiores e em cada ponto de um caminho
fechado simples C, entdo os valores de f no intervalo de C' sdo completamente determinados
pelos valores de f em C.

Agora, apresentaremos um exemplo

Exemplo 4.18. Consideremos o circulo C' denotado por |z| = 1 centrado na origem do plano e
Cos 2

2
z*+9
em todos os pontos de C' e como a origem zy = 0 é um ponto interior a C', podemos utilizar o

teorema (4.17):
2
/ cosz . _ /COSZ/(Z +9)dz
o 2(22+9) c (=0

= 2mif(0)

com uma orientagao positiva, representado pela fungdo f(z) = . Essa fung¢do € analitica

27

9
Continuando com nosso estudo, vamos apresentar alguns teoremas importantes que sao
aplicacdes da féormula integral de Cauchy.
Como uma primeira aplicagdo do Teorema de Cauchy, temos como resultado, que toda

funcdo analitica € infinitamente diferencidvel.

Teorema 4.19. Se f ¢é uma funcdo analitica em um aberto A em C, entdo todas as suas deriva-

das f', f",---, f®) ... existem e sdo analiticas em A.
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Demonstracao: A demonstracio deste teorema pode ser encontrada em [4], p.138. O

Teorema 4.20. (Teorema de Moreira). Seja f uma funcdo continua em uma regido R tal que

/C F(2)dz =0

para todo contorno fechado C' C R, entdo f é analitica em R.

Demonstracao: Podemos encontrar essa demonstracdo em [1, 4], em p.107 e p.139, respecti-

vamente. O

Teorema 4.21. (Teorema de Liouville) Se uma fungdo f for inteira e limitada no plano com-

plexo, entdo f(z) é constante em todo o plano.

Demonstracao: Para informagdes adicionais, a demonstragdo encontra-se em [4], p.141. O

Teorema 4.22. (Teorema fundamental da Algebra). Toda funcdo polinomial de grau n > 1,

possui ao menos uma raiz.

Demonstracao: O Teorema de Liouville, permite fazer uma demonstracao simples do teorema
fundamental da Algebra.

De fato, consideremos o polindmio
P(z2) = ap2" + ap_12" '+ -+ arz + aq,

onde n > 1 e a, # 0. Suponhamos por absurdo que P nio se anule, de forma que
1 1
f(z) = P(z)  apz"+ap_12" "+ darz+ap’

¢ uma funcdo inteira. Como f(z) — 0 amedida que z — oo e f é continua, resulta que f é
limitada em qualquer parte finita do plano, e concluimos que f é limitada em todo o plano. Pelo
teorema de Liouville segue que, f é constante, o que implica que P(z) também é constante.
Logo, f € identicamente nula (pois € igual ao seu limite no infinito). Isto é absurdo, pois nos

conduz a que P(z) ¢ infinito para todo z, tornando o teorema verdadeiro. ]

4.5 Séries de Taylor e Séries de Laurent

A férmula integral de Cauchy, estudada anteriormente, nos fornece uma representacao
integral das funcdes analiticas, essa formula € muito importante quando se trata do estudo dessas
funcdes. Trabalharemos agora com uma outra forma de representar as funcdes analiticas. Dessa
vez utilizamos séries, dando foco principal as séries de Taylor e Laurent. A expressao funcdo

regular serd usada como sindnima de fun¢do analitica.
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Teorema 4.23. (Série de Taylor). Sejam f uma funcdo analitica em uma regido R, zy um ponto
qualquer em R e D(z,r) um disco centrado em z e de raio r contido em R. Entdo, nesse
disco a funcdo f pode ser desenvolvida em séries de poténcias de z — zy. Conhecida como a

“série de Taylor” de funcdo f relativo ao ponto z e pode ser representado por,

% rn)(,
n=0 ’

O caso em que zy = 0 é conhecido como série de MacLaurin da funcdo f.

Demonstracao: A demonstragcdo desse teorema pode ser encontrada em [1], p.134. O

Se for sabido que uma fung¢do € analitica em cada ponto de um disco centrado em zj,
decorre que a série de Taylor dessa funcdo, centrada em zy, sempre converge a f(z), ndo sendo
necessdrio qualquer teste para garantir essa convergéncia. Como exemplo de séries de poténcias,

podemos analisar:

Exemplo 4.24. (A exponencial). Vamos considerar a fungdo exponencial f(z) = e*. Temos
assim f"(z) = e* e com isso f((0) = 1. Portanto, neste caso quando desenvolvermos para
2o = 0, vamos obter a série de MacLaurin da exponencial:
ZZ =142+ =+t
=0

on 22 23
n! 91 " 3

vélido para todo z € C.
A constante de Euler é dada da seguinte maneira:
1 1 1 1
- Z__le17L|+|+|+

£ ) 2! 31 " 5l

4.5.1 Série de Laurent

Vimos no caso das séries de Taylor, que sempre € possivel desenvolver uma funcao que
seja regular em z; através de séries de poténcias de z — zy. Agora, veremos um teorema que
pode ser considerado como uma generalizacao das séries de Taylor, onde esse desenvolvimento
pode ser possivel, mesmo que a funcdo ndo seja regular em zy, bastando para isso admitir
poténcias com expoentes negativos. Esse tipo de série, conhecida como série de Laurent, € uma

generalizagdo da formula de Taylor.

Teorema 4.25. Seja [ uma funcdo univalente e analitica em uma regido anular

G :r < |z — 2| < R. Entdo, para todo z nessa regido,

[e.9]

f(z)zzz_zo +Zanz—zo :Zan(z—zo)”, (4.9)

n=1 n=0 —00
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onde os coeficientes a,, n = 0,£1,+2,--- | sdo dados por

1 f(z)dz
ap,=— [ ————
"omi Jo (2 — )t
sendo C' um contorno fechado em G, envolvendo zy uma vez no sentido positivo.

Demonstracao: Para informacdes adicionais, a demonstracio deste teorema pode ser encon-
trada em [1], p.145. O

Como dissemos antes, a série de Laurent é uma generalizagcao da série de Taylor. Se a fungao f
é regular mesmo para |z — zg| < r, entélo, paran = —1,—2, - -, é também regular em todo o

disco |z — 29| < R a fungdo de z dada por

f(z) e
Gy =G
Em consequéncia, a_,, = Oparan = 1,2, 3, --- , e a série de Laurent se reduz a série de Taylor.
Exemplo 4.26. A funcio
1 1 1
f(z) =

T 2(1+2%)  z 1422
ndo € analitica nos pontos z = 0 e z = =+i. Procuremos a representacdo de f(z) em série de

Laurent que seja valida no disco perfurado 0 < |z| < 1 como na Figura 4.10
Figura 4.10: Disco

yl\

=)
=V

Fonte: Arquivo pessoal.

Como | — z%| < 1 se |z| < 1 podemos substituir z por — 2% na expansdo em série de

Maclaurin

1 = .
1_2222 (|2 < 1).
n=0
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O resultado é

n2n
1_22 Z (2] < 1).

Assim,
1 o0 o0
— - —1)p?n — 1)t (0 < 2] < 1).
f(2) Z;( )"z ;( )"z 0 <]zl <1)
Segue que,

1 oo
2) = - + Z:(—l)”ﬂz%Jrl (0 <|z| <1).

4.5.2 Singularidades e Residuos

Trabalharemos agora com um importante teorema, conhecido como Teorema dos residuos,
que € uma generalizacdo do Teorema de Cauchy. O Teorema de Cauchy afirma que a integral
de uma fung@o analitica sobre um circulo suave definido em um aberto A, € sempre nula. O
Teorema dos Residuos, permite que existam pontos isolados em A nos quais f ndo € analitica,

que sdo as chamadas singularidades isoladas de f, que definiremos a seguir.

Definicao 4.27. Diz-se que um ponto 2, € singularidade isolada de uma fun¢@o f se existir uma

vizinhanga de z na qual f € univalente e regular, exceto no proprio ponto z.
A seguir, apresentamos um exemplo sobre singularidades de uma fungao.

Exemplo 4.28. A funcio
22+1

f(z) = —F
()

possui singularidades isoladas nos zeros do denominador, que sdo os pontos z = 0, £1, £2, - - -

Observacao 4.29. Seja z, uma singularidade isolada de uma fung¢do f, e considere o desenvol-

vimento da série de Laurent
o

F(2) = an(z — z)" (4.10)

A singularidade de f em z; é classificada de acordo com a forma da série (4.10), da

seguinte maneira:

i) f tem uma singularidade removivel em z; se a,, = 0 para todo indice n negativo.

ii) f tem um polo em z, se a,, # 0 para apenas um nimero finito ndo nulo de indices n

negativos.

iii) f tem uma singularidade essencial em z, se a, # 0 para uma infinidade de indices n

negativos.

Vamos nos aprofundar um pouco nos polos de uma func¢ado, que seré essencial para os

resultados posteriores.
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4.5.3 Polo

Definicao 4.30. Seja f uma funcdo tal que o desenvolvimento em série de Laurent em torno de
um ponto singular isolado zy possua um nimero finito de poténcias negativas. Vamos represen-

tar f por

)= 2 bt

_l_
z—2z0 (22— 20)? (2 —20)"

Z%Z—ZO ) (bn%o)a

n=

isso quando 0 < |z — zy| < r para algum r > 0. A esse ponto z, chamamos pdlo de ordem

m = n da fun¢do f. Quando m = 1, dizemos que zy € um polo simples de f.

4.5.4 Teorema dos Residuos

Seja f uma fungdo regular e univalente em uma regiao R, exceto em uma singularidade

isolada zy € R. Entdo, numa vizinhanga de z; vale o desenvolvimento da serie de Laurent,

(o]
E +E anz—zo E anz—zo ,
Z—Zo

n=1
onde os coeficientes a,, n = 0,£1,£2, - -- | sd@o dados por

1 f(z)dz

| LT 4.11
27 Jo (2 — zo)" Y “4.11)

. =
sendo C' um contorno fechado em R, envolvendo z; uma vez no sentido positivo.

Definicao 4.31 (Residuo). O coeficiente a_; da equagdo (4.11) é chamado de residuo de f no

ponto zy, e denotado por (res. f)(2o).
Agora apresentemos algumas proposi¢des importantes para se trabalhar os residuos.

Proposicao 4.32. Seja zy uma singularidade isolada de uma fungdo f, podemos determinar o

residuo dessa fungdo da seguinte forma,

1 1 dm—l
1m
(m — 1) 2520 dzm—1

(res.f)(z0) = (= — 20)"£(2)]. 4.12)

Se m = 1 (pdlo simples), entdo o resultado é especialmente simples e é dado por,

(res.f)(z0) = Zh_glo(z —20)f(2). (4.13)
Demonstracao: A demonstraciao dessa proposi¢do pode ser encontrada em [5], p.42. o
Exemplo 4.33. Se f(z) = © entdo z = 1 e z = —1 sdo polos de ordem 1 e 2

(z—=1)(z+1)%
respectivamente. Usando as equagdes (4.12) e (4.13) para encontrar os residuos em z = 1 e
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z = 2, respectivamente, obtemos,

Residuoem z =1 é lim(z — 1)
z—1

(z — 1)§z+ 1)2] 4

. Lo 1 d 9 2 1
Residuoem z = —1 € Zlg{ll (1—>‘£ [(z +1) ((z Y P 1>2)] =7
Proposicao  4.34. Sejam p(z) e q(z) fungbes analiticas em um ponto  z,

p(z0) #0, q(z0) =0e ¢ (20) # 0. Se z € polo simples da funcdo f(z) = p()

@,

seu residuo é

igual a p/(zo) . Assim pela equagdo (4.13)
7' (%)
(res.f)(zo0) = lim (z — 29) f(2) = p(z) :
2—z0 q’(zo)
Demonstracao: A demonstragcdo dessa proposi¢do pode ser verificada em [5], p.44. O

Podemos ver essa propriedade sendo aplicada no exemplo a seguir.

Exemplo 4.35. Calculemos o residuo da seguinte fung¢ao:

1

Primeiramente precisamos determinar os pontos singulares da fun¢do (4.14), ou seja, os
pontos onde z*+1 = 0. J4 vimos anteriormente que as raizes n-ésimas de um nimero complexo

sdo dadas pela férmula (2.1),

W[cos (9 +n2]€71') +isen <0—|—2k7r>

ondek=1,2,3,--- ,n—1.

| I— |

n
assim, as raizes quarta de z* = —1 = 1(cos(7)) + i sen () sdo
2 2
20 = %(COS(%) + isen(%)) = \/7_ + 2'7,

4 4
2 = (*/T(cos(%) +isen(51)) ===

2 = (ﬁ(cos(?)_ﬁ) + isen(?’_ﬂ)) _

4 2 ’
z3 = %(COS(%) + isen (%)) = \/75 — z?

Agora vamos encontrar o residuo de f no ponto zy. A funcao f(z) é quociente das

fungdes p(z) = 1 e q(z) = 2* + 1 que sdo analiticas em 2. Assim,

p(z0) =1# 0eq(z0) =0.
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Temos ainda que ¢'(z) = 423 e ¢/(z) = 4( - £ + 2\/—_z) = —2v/2 4 2v/2i # 0. Logo 2 é

polo simples e € dado por,

. p(20) _ L _ 1
(res.f)(z) = JCo) I —_2\/§+ Wik (4.15)

—\/_Sq V2

+ 71— temos

Para z; = 2

p(z1) = 1,0useja, p(z1) # 0,

q(z1) = 0
€
F(z) = 45
(ge2)

= —2v2+2y2iouseja,q(z) #0.

Para as demais raizes (2, € 23), o residuo segue de maneira analoga e ainda pode ser

encontrado em [5], p.45.
Mostraremos a importancia dos residuos no seguinte teorema.

Teorema 4.36. (Teorema do residuo) Se f é regular e univalente em uma regido simplesmente

conexa R, exceto em um niimero finito de singularidades isoladas, 21, - - , zx, entdo

/Cf(z)dz = 2mi Z(res.f)(zj),

onde C é um contorno fechado de R, envolvendo z1, - - - , z;, uma vez no sentido positivo.

Demonstracdo: Para demonstrar o teorema, vamos considerar caminhos C;(0 < j < n)
fechados e orientados positivamente. Os caminhos C; sdo tracados em torno dos pontos singu-
lares z; de forma que cada caminho C); esteja contido inteiramente em C' como vemos na Figura
4.11.
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Figura 4.11: Regido multiplamente conexa

yl\

=Yy

Fonte: Arquivo pessoal.

Os caminhos C' e C; formam a fronteira da regido fechada multiplamente conexa em
que f € analitica.

Pelo Teorema 4.36, temos

/ f(z)dz — f(z)dz — f(z)dz —--- — / f(z)dz = 0.
c Co 1

n

Mas, isso equivale a

/Cf(z)dz: REZ f(z)dz+-~~+/0 f(2)d-.

Como f ¢ analitica no interior e sobre C;, exceto nos proprios pontos z; entdo pelo Teorema

4.25, podemos escrever
1
. ) =— d
(res ) = 3 | EOLS
ou seja,

/C_ f(2)dz = 2mi(res.f)(z;), 0<j<n.

Portanto,

/Cf(z)dz = 2mi[(res.f)(z0) + (res.f)(z1) + -+ + (res.f)(z,)].

Exemplo 4.37. Consideremos a integral,

s 1
/6 T dz,
C z
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Figura 4.12: Circulo unitario

A
y

Fonte: Arquivo pessoal.

em que C' € o circulo unitdrio |z| = 1 orientado positivamente como mostra a Figura 4.12,
Como o integrando € analitico em todo o plano finito, exceto em z = 0, podemos

representar o mesmo através de uma série de Laurent, com 0 < |z| < oo. Assim, o valor da

integral € 272 vezes o residuo do integrando em 2z = 0.

Para determinar esse residuo, vamos nos recorrer as séries de MacLaurin

o0

2"
=35 (el <o)

n=0

€ a usamaos para escrever

e* — 1 1 — z" 2 b
n=1 n=1
) 1 . L.
o coeficiente de — nessa ultima série ocorre se n — 5 = —1 ou se n = 4. Logo,
z
er—1 1 1

) 0)=—=—;

(Tes 25 )( TR TE

€ , portanto,

-1 1 )
/ € 1 dz:27rz'<—> :ﬂ.
c 2 24 12



Capitulo 5

Integrais de Funcoes Reais via Integracao

Complexa

Neste capitulo, estudaremos algumas aplicagdes do Teorema dos Residuos e da teoria
de integracdo complexa, para a resolucdo de fungdes reais. Apresentaremos alguns exemplos de
fungdes reais que apos realizadas algumas transformacodes e substituicdes, podem ser resolvidas
facilmente com os métodos aprendidos no decorrer desse trabalho.

Para o desenvolvimento deste capitulo nos basearemos nas seguintes referéncias [5, 6,
9].

27

5.1 Integrais do tipo F(sen (0),cos(0))do
0

O primeiro exemplo que trabalharemos com os métodos complexos para resolver inte-

grais reais, consistem em funcoes da seguinte forma,

/O27T F(sen (0),cos(0))do, (5.1

onde F' é um quociente de polindmios de sen (#) e cos(f). Para o uso dos métodos complexos,

vamos utilizar as transformacdes aprendidas anteriormente em relacdo as exponencial z = ¢,

€ com iSso teremos,
z 4+ 21 z—z1

cos() = 5 , sen(f) = 5;
i

e ainda,

dz =iedh que podemos escrever como dz = izdf.

Realizadas essas transformagdes, a integral (5.1) acima se comporta como uma integral
curvilinea de uma fungdo racional de z ao longo de um circulo unitario, bastando calcular a

integral com uso dos residuos. Vamos ao nosso primeiro exemplo,

57
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Exemplo 5.1. Vamos calcular o valor da seguinte integral,

2m
do
5 —. 5.2
/0 2 + sen?(0) (5-2)
Como na integral aparece o sen (), vamos utilizar a a seguinte identidade
— 1 d
sen(&):Z - e dj =2
21 1z
e substituindo na integral (5.2), considerando C' o circulo unitario na Figura (5.1) |z| = 1,
teremos,
2
7 do 1 d
o 2+ sen?(0) - 2 — 271\ " iz
¢ 2
5 1 dz
o

.| Ot
—_
QU
N

B —20/ 1 dz
i Jo22—10+ 272 2
—20 1
= . / 3 dz
i Jo 23 —1022+1

—20/ z
= . 1 5 dz
1 Jozt—1022+1

, podemos perceber que ele possui quatro pdlos

z
Analisando o integrando ————
_ & 24 —1022+1
simples que sdo os pontos

20=\5—-2V6, z1=—-\5—-2V6, z=15+2V6e z3=—1/5+2V6.

Porém, como o circulo C' € unitario, os Gnicos pontos que estao no seu interior sao

2=1\5—2V6 e z =—\/5—2V6,

! e (res.f)(z) = !
8

cujos residuos sao,

(res.f)(z0) =

2
d
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Logo,
—20 z —20 .
; /024 02+ 1dz = T(Qm[(res.f)(zo) + (res.f)(zﬁ])
[ —1 1
= —A0n|—%= — —=
[8v6 8\/5]
[ —2
= —A07r|——x
&
_ r
7
Portanto,
5/2” 9 107
o 2+ sen2() /6’

Figura 5.1: Circulo unitério

Yy A

Fonte: Arquivo pessoal.

5.2 Integrais improéprias de funcoes trigonométricas

Agora, apresentamos um outro resultado que serd fundamental para o cdlculo de inte-

grais através dos residuos, das funcdes que se seguem.
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Lema 5.2. (Lema de Jordan) Seja C'r o semicirculo superior do circulo |z| = R. Considere a

integral
/e"’zg(z)dz, onde 1 > 0.
Cr

Se g ¢ analitica sobre e o interior de Cr exceto em um niimero finito de pontos singulares

isolados, em que |g(z)| > G(R) para z em Cr com P}im G(R) = 0. Entdo
—00

lim e"*g(z)dz = 0.

Demonstracao: A demonstracio desse lema, pode ser encontrada em [5], p.57. O

Vamos a um exemplo cléssico, onde podemos aplicar essas técnicas.

Exemplo 5.3. Vamos resolver a seguinte integral

/ sen () .
0 x

Pelas identidades estudadas anteriormente sabemos que

/ Sen (x)dx:]m/ e—dz.
0 z 0o <

Analisando o integrando —, percebe-se que o mesmo possui uma irregularidade no ponto
z

z = 0, o que nos impede de realizar o processo de integracdo diretamente. Vamos calcular
iz

f(z) = — sobre o caminho indicado na Figura 5.2.
z

Figura 5.2: Regido determinada pela curva C'

ylk

Fonte: Arquivo pessoal.
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Observe que C' = Cy U Ly U Ly U Cg representa um caminho fechado onde f € analitica

em todos os seus pontos interiores e sobre C', que nos permite aplicar o Teorema de Cauchy

4.14, isto €,
eiz
—dz =0,
c <

que pode ser dividido em partes como em (4.5), ou seja,

—r iz iz R iz iz
/ € dr+ e—dz+/ e—dx+/ S
-R 7 Co < r X Cr <

Trocando x por — x na primeira integral de (5.3), obtemos que

—r eia: R e—ix
—dr = — dx.
R e r e

Assim,

ou ainda,

pelo lema de Jordan, quando R — oo a integral

/ 6—dz:().
Cr ?

iz
— —dz quando 7 — 0.
Co #

Vamos analisar

Temos
z=re?, dz=rie?ds.

logo,

0 _ire'®,.: if 0
) et rie . ) o
lim | — ——df)] = lim|[| —1 e do
r—0 x rei? r—0 -

n

. . R 1)
= lim lim —e™ Al
r—0 n—oo
i=1
n
. . R 1)
= lim lim R [AAN
n—oo r—0 4 0
1=

n

' 0 eire riew ) ‘
i (— [ ) = Y i

i=0

= —i(0—m)

(5.3)

5.4)
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Fazendo R — coer — 0 em (5.4), temos

/°° sen(x)dx _ ﬂ
0 x 21

ro]

Concluindo assim a resolug@o.

5.3 Integrais do tipo / f(x)dx

Por outro lado, destacamos ainda a importancia da integracdo complexa na resolugdo de
integrais improprias de fungdes reais, que trabalharemos a seguir.

Consideremos agora as integrais reais do tipo
/ f(z)dx, (5.5)
p()

onde f(x) = m, sendo p e ¢ polindmios de grau g e p, respectivamente com g > p. Destaca-
mos que ¢ nao possui Zeros reais.

Para equagdes do tipo (5.5), consideremos como regido de integracao, a regido de con-
torno de um semicirculo C'g com raio variando de — R a R, com R suficientemente grande, de
forma que todos os zeros do polindmio do denominador se encontrem dentro do circulo, conse-
quentemente, todos os zeros da divisdo dos polindmios também estardo contidos no circulo.

Integrando a funcdo f(z) ao longo do caminho semicircular C'r como mostra a Figura
5.3,

e aplicando a equacdo 4.11, teremos,
R
/ f2)dz+ [ f(z)dz =270 (res.f)(z), (5.6)
-R Cr 7

onde z; sdo os pontos singulares, sendo Im a(z;) > 0. Fazendo R — oo, encontraremos o
valor desejado.

Para ilustrar isso, consideremos o seguinte exemplo,

> d
Exemplo 5.4. Vamos calcular a seguinte integral / G—x.
o 2% +1
Consideremos a integral / S 1 onde C' = [—R, R] U Cg é um contorno fechado,
c <

variando na reta de —R a R, sendo C'r o semicirculo exibido pela Figura 5.3, percorrido no
sentido positivo.

O polindmio 2% + 1 = 0, possui como raizes ou singularidades, os pontos

s} 3mi 5mi Tmi 97mi 117e

z=e€e6,e6 €6 e6 . e6 €6
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Figura 5.3: Semicirculo C'z

yA

=y

Fonte: Arquivo pessoal.

que sao também polos simples de

1
(0 +1)

3mi

5mi

Somente os pélos z = €6 ,e 6 ,e 6 , estdo contidos dentro do semicirculo C. Por esse

motivo, calculamos apenas o residuo desses pontos.

Residuo de e™/®

e71'12/6 —

Residuo de e37™i/6

837”'/6

z—emi/6

1

1m
z—semi/6 620

1 ,
_6757”/6;

lim |(z
2 e3Ti/6

1

m 5
2 se3mi/6 02

1 .
— ,—5mi/2.
6°

im | -

ewi/ﬁ) ' :|

26+ 1

_ ,3mi/6 l
¢ )26 +1
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Residuo de e>7™i/6

657”'/6 — lim (Z _ 657rz/6)6—
2—yebTi/6 z + 1

1

111
2—emi/6 G20

1

— _6—257ri/6.
6
Assim, pelo Teorema dos Residuos 4.36, teremos
/ }dz — 9 167571'1'/6 1 16757”‘/2 X 167257”'/6
c28+1 6 6 6
B 2w
= 5

Aplicando a equacdo (5.6) concluimos que,

R dx dz 27
5 + = —. 5.7
_pab+1 c28+1 3

Fazendo R — oo em (5.7), obtemos
/R dz _/°° dr  2m
paS+1  J _ab+1 37

/°° dx /°° dx
=2 _
| o 26+1

™

3

Conclui-se assim que,

Portanto, o valor da integral é

5.4 Integrais definidas do tipo / F(x)q cosmx, sen mx pdx

Vamos analisar mais uma aplicac¢ao da integracdo complexa.

Exemplo 5.5. Mostremos que/ Cofﬂ = ze_m,m > 0.
o x+1 2

Consideremos / { ;3 1 }dz, onde C' = [-R, R] U Cf € o contorno da Figura 5.4.
c L?
O integrando possui polos simples em z = =43, mas apenas z = ¢ estd no interior de C'.

Assim vamos calcular o residuo no ponto z = ¢

EL%{(Z‘” (z—ei;nZZ+i)} o
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Figura 5.4: Semicirculo C'z

=y

Fonte: Arquivo pessoal.

Entdo, pelo Teorema dos residuos 4.36,

/ i dz = 2mi e—, =ge ™
cz+1 21
R imz imz
e
/ 5 dx—l—/ ¢ dz = me™™
_Rl' +1 Cr Z2+1
R R imz
/ Cozsmxdx+i/ Se2nm$d$+/ z dz =me ™
—R X +1 R X +1 CRZ +1
R imz
2/ Cojmxdx—i-/ ¢ dz = me™ ™.
0 x4 + ]. Cr Z2+1

tomando o limite quando R — 0o, notamos que a segunda integral tende a zero. Portanto,

o0
coSmT _ Ty
o w241 2 7

ou por (5.6), temos

isto €,

e entao,

como se desejava.

5.4.1 Aplicacao na probabilidade

Uma aplicacido bem interessante que podemos estudar quando se trata de integrais, € na

area da probabilidade, como veremos a seguir.

Definicao 5.6. Uma func¢ao positiva integravel em R é chamada densidade de probabilidade se:

/00 f(z)dx = 1. (5.8)
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A partir da funcdo densidade de probabilidade, definimos a probabilidade de um nimero x esta

compreendido entre a e b com (b > a) por:

Pla<z<b) = /bf(x)dx (5.9)
Podemos ver a aplicacdo dessas definicdes através de um exemplo.
Exemplo 5.7. Seja o > 0, entdo a funcgao,
ae ™ sex >0
0 sexz<0.

¢ densidade de probabilidade.
Solucao:

Com efeito, notemos que

/Zf(x)dx - a/oooe—wdg;

= «a lim e “dx
b—+o00 0
= lim (1 —e™)
b—+o00
— 1’

Assim, a fungdo f(x) verifica a equagdo (5.8). Portanto, f(x) é uma func¢do densidade de
probabilidade.
Podemos ainda calcular a probabilidade de x se encontrar entre 0 e 1 aplicando (5.9),

como segue,

1
PO<zx<l) = a/ e “dx
0

= 1—e™

Exemplo 5.8. Numa fabrica de circuitos impressos, suponha que a vida util desses circuitos

1
tem uma distribui¢do descrita pela fungdo densidade de probabilidade f(z) = ————, onde

m(x?+ 1)

z € medido em horas.

o d
a) Mostremos que a funcdo f(x) é de fato densidade de probabilidade, ou seja, / ‘

1.

Solucao:

oo (22 4+ 1)



CAPITULO 5. INTEGRAIS DE FUNCOES REAIS VIA INTEGRACAO COMPLEXA 67

Figura 5.5: Semicirculo C'z

yl\

=y

Fonte: Arquivo pessoal.

dz
Consideremos / ,onde C' = [— R, R|UCF € o contorno fechado como vemos

C 7T(Z2 + 1)
na Figura 5.5, consistindo

na reta de —R a R e no semicirculo C'g, percorrido no sentido positivo. Temos que,

Considerando o integrando , percebemos que temos polos simples em z = =+i,

1
Z+1)

mas apenas z = ¢ estd dentro de C.

Vamos calcular o residuo nesse ponto.

e e

Assim temos que por (4.36),
1 1
—_— 2 ) _— pu—
/C<z2+1) 7”{22} ™

/R dx 1/ dz
——t=- | =1
r(@24+1) 7)o, (2241)

Tomando o limite quando R — oo, percebemos que a segunda integral tende a zero.

/OO dz _1
o (21 T

Portanto, f(x) é uma fun¢io densidade de probabilidade.

e por (5.6),

Daqui,
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b) Qual a probabilidade de os circuitos funcionarem menos de 200 horas?
Solucao:
A probabilidade € calculada por (5.9), ou seja,
1 200 d
P(O<x<200):—/ B
TJo (2241)
desenvolvendo as operacdes necessarias, temos que:

1 /200 dx tan~!(x)
o

T 2 +1) T

200

0

tan—'(200)

T
= 0.49841.

Portanto, concluimos que a probabilidade de os circuitos funcionarem menos de 200 horas é

aproximadamente 50%.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

O presente trabalho descreve a aplicacao da teoria de integracdo complexa aplicada ao
calculo de integrais de funcdes reais que muitas vezes sdo dificeis e trabalhosas de serem re-
solvidas através de métodos tradicionais do cdlculo, como é o caso das fun¢des improprias
apresentadas. Apods a descri¢do dos contetdos, fizemos uma aplicagdo em uma area que é de
grande importancia em nosso dia-a-dia, que € a probabilidade, mostrando assim, que por mais
que seja um universo de nimeros pouco conhecidos pela sociedade em geral, eles formam um
conjunto muito vasto, onde podemos encontrar respostas para muitos de nossos problemas.

Além de conhecer novas teorias, também foi possivel ao longo do desenvolvimento
deste trabalho, rever e explorar conceitos aprendidos ao longo das disciplinas, como o caso das
propriedades de nimeros complexos, séries € muitos outros. A aquisi¢do desses significativos
conhecimentos impulsionaram o interesse para seguir os estudos e quem sabe uma futura versao
desta pesquisa, buscando abranger outras dreas do conhecimento.

Esperamos ter contribuido na divulgag¢ao e apresentacdo desse interessante conjunto for-
mado pelos nimeros complexos, bem como incentivar o leitor a despertar o interesse pelo es-
tudo desse conjunto. Com isso, ansiamos que a escrita desse trabalho possa servir de base para

futuras e novas pesquisas na area.
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