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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo a utilizacdo do software GeoGebra na Resolugao
Visual de problemas geométricos da Educacao Bésica. Dessa forma, induz a uma refle-
xao sobre as variadas formas de resolver um problema, entender que a Resolucao Visual
também é uma solucgao valida e pode levar a uma solugao algébrica. Softwares como o
GeoGebra nos permitem manipular de forma dindmica objetos como pontos, retas, seg-
mentos, entre outros, possibilitando uma visualizacao grafica e algébrica dessa mudanca
de parametros. No ambito educacional, a proposta tem o intuito de favorecer o ensino de
Matematica uma vez que essa metodologia pode despertar o interesse pela disciplina, bem
como, proporcionar ao aluno e ao professor fazer conjecturas. A formacao continuada do
professor ¢ fundamental; esse deve estar atento as metodologias de ensino, orientando os
alunos a utilizarem as novas tecnologias, favorecendo a organizagao do pensamento critico.
Para a realizacao da pesquisa, apos um levantamento bibliografico, fizemos a opcao por
trés problemas das Olimpiadas Brasileiras de Matemética das Escolas Publicas (OBMEP),
que envolvem area e perimetro. No primeiro problema, obtivemos uma func¢ao continua
nao quadratica, a qual objetivamos minimizar. No segundo, a funcao resultante é definida
por duas sentencas e ¢ derivavel em todo o seu dominio. Por ltimo, no terceiro problema,
encontramos uma fungao que nao é continua. Ainda que esses problemas sejam do Ensino
Médio, estudar o comportamento dessas fungoes nao é comum na Educacdo Béasica. A
Resolucao Visual nos proporcionou conjecturar alguns resultados e propor a andlise de
varios outros. Quanto a metodologia, a pesquisa ¢ classificada como exploratéria de cu-
nho qualitativo, uma vez que pretendemos compreender melhor as particularidades dos

problemas propostos.

Palavras-chave: GeoGebra. Resolu¢ao Visual. Resolucao Algébrica.



ABSTRACT

This dissertation aims to use GeoGebra software in the Visual Resolution of geometric
problems of Basic Education. In this way, it induces a reflection on the various ways to
solve a problem, to understand that the Visual Resolution is also a valid solution and
can lead to an algebraic solution. Softwares such as GeoGebra allow us to dynamically
manipulate objects such as points, lines, segments, among others, allowing a graphical and
algebraic visualization of this change of parameters. In the educational scope, besides the
aforementioned, the proposal intends to favor the teaching of Mathematics since this
methodology can arouse the interest for the discipline, as well as, to allow the student
and the teacher to make conjectures. To that end, the teacher’s continuing education
is fundamental, he must be attentive to teaching methodologies, guiding students to use
the new technologies, favoring the organization of critical thinking. For the research,
after a bibliographical survey, we made the option for three problems of the Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas, which involve area and perimeter. In
the first problem, we obtain a non-quadratic continuous function, in which we aim to
minimize. In the second, the resulting function is defined by two sentences and it is
derivable throughout its domain. Finally, in the third problem, we found a function
that is not continuous. Although the problems are of the High School, studying the
behavior of these functions is not common in Basic Education. The visual resolution
allowed us to conjecture some results and propose the analysis of several others. As for
the methodology, the research is classified as exploratory of a qualitative nature, since we

intend to unsderstand better the particularities of the proposed problems.

Key words: GeoGebra. Visual Resolution. Algebraic Resolution.
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1 INTRODUCAO

Nos dias atuais, nds, profissionais da educacao, nao podemos ficar indiferentes
as mudancas proporcionadas pelos avangos tecnolégicos, uma vez que computadores,
smartphones, tablets, por exemplo, estao cada vez mais presentes no cotidiano dos alunos
e nas institui¢coes de ensino, ou seja, novas ferramentas devem ser utilizadas no traba-
lho docente. Essas ferramentas contribuirdo no processo de ensino e aprendizagem, além
de mostrar ao aluno que a tecnologia pode também contribuir para resolver problemas
matematicos. Essas ligagdes podem trazer resultados positivos no ambito escolar. Docu-
mentos oficiais como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Brasil (2016), elencam

a importancia da utilizacao de novas tecnologias aplicadas ao ensino.

Como professor de rede ptublica de ensino da educagao basica ha 22 anos, nas aulas
de geometria, estive limitado a aplicacao de férmulas a reproducao de conceitos. Resolvia
todos os problemas de forma estatica, ou seja, sem questionar a mudanga de parametros

ou movimentacao de objetos.

Nesse contexto, pensamos em utilizar o GeoGebra e sua dinamicidade para resol-
ver problemas de uma forma diferente da habitual, sem algoritmos ou férmulas prontas.
Esse tipo de resolugao neste trabalho chamamos de Resolucao Visual, pois cada passo
sera comprovado com uma figura, seguindo o rigor das construgoes feitas com régua e
compassd] Apesar de nos limitarmos a problemas com forte apelo geométrico, muitos

outros tipos de problemas podem ser resolvidos utilizando o programa.

Em seu trabalho Sistemas Lineares, Boccardo (2017) aborda os métodos de reso-
lugao de sistemas lineares, bem como a interpretagao geométrica do conjunto solugao de

sistemas com duas ou trés variaveis, utilizando o software GeoGebra

Para nds, a diferenga significante das construgoes feitas no GeoGebra esta no fato
de poder permitir o movimento de um ponto definido sobre certo objeto. Como exemplo,
considere o problema de encontrar a area maxima entre todos os retangulos inscritos em
um triangulo retangulo de catetos medindo 9 cm e 12 em. Comece construindo o tridngulo
ABC retangulo em A e marque o ponto D que se movimenta sobre o segmento AB.
Construa o retangulo ADFEG, Figura 1, em que os pontos E e GG estao, respectivamente,
sobre os lados BC' e AC'. Crie um ponto P com abscissa igual ao comprimento do segmento

AD e ordenada igual a area do retangulo ADEG

1 Para maiores informacdes sobre construcdes com régua e compasso, consultar o livro Construcdes

Geométricas, de Eduardo Wagner com a colaboracdo de José Paulo Q. Carneiro, Rio de Janeiro:
SBM, 2007.
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Figura 1 — Retangulo inscrito

€ C

Fonte: Autor

A possibilidade de movimentar o ponto D e habilitar o rastro do ponto P nos da
a funcdo que associa o comprimento da base AD com a area do retangulo ADEG, como

mostra a Figura 2 a seguir.

Figura 2 — Retangulo de area méxima

Fonte: Autor

Note que a drea maxima 27 é encontrada quando o comprimento do segmento AD
é 4,5 (JAD| =4,5).

Resolugoes andlogas a esta, de problemas variados, podem ser encontradas nos
artigos: O uso do software GeoGebra para o estudo de problemas de otimizagdo no Ensino
Médio (LIMA; FREITAS, 2017) e Resolugao de um problema com o uso de diferentes
ferramentas do Geogebra (DANTAS, 2019).

Durante a pesquisa, foram levantadas as seguintes questoes: Ao movimentar um
ponto, todas as propriedades do problema mantém-se? Qual o impacto desse tipo de
resoluc¢ao no processo de ensino e aprendizagem? A hipdtese é que o rigor nas construgoes

mantém as propriedades iniciais do problema, e a dindmica que o software proporciona
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favorece o aluno na organizagdo do pensamento matematico, além de ser um recurso no

ensino de Matematica.

Nesse contexto, o objetivo do trabalho é construir resolugoes visuais de problemas

geométricos da Educacao Bésica, utilizando apenas ferramentas elementares do GeoGebra.

Para efeito desse estudo, desafiamo-nos aos seguintes objetivos especificos:

e Mostrar que o rigor na fase de construcao dos modelos pode influenciar na solugao

dos problemas;

e Mostrar como a mudanca de pardmetros (movimento de pontos e segmentos) influ-

encia na Resolugao Visual do problema;

e Estudar o comportamento de algumas fungoes;

e Resolver problemas de otimizacao;

e Fazer uma analise visual da solu¢ao do problema;

e Mostrar a resolucao algébrica dos problemas.

Com base nos objetivos deste trabalho, a pesquisa é caracterizada como explora-

toria.

Estas pesquisas tém por objetivo proporcionar maior familiaridade com
o problema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hip6-
teses. Pode-se dizer que estas pesquisas tém como objetivo principal o
aprimoramento de ideias ou a descoberta de intuigoes. (GIL, 2002, p.
41).

Com base nos procedimentos técnicos utilizados, ou seja, como os problemas foram

escolhidos e abordados, esta é classificada como uma pesquisa bibliografica.

Para Gil (2002),

A pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em um material ja ela-
borado, constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Em-
bora em quase todos os estudos seja exigido algum tipo de trabalho dessa
natureza, hé pesquisas desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes
bibliograficas. Boa parte dos estudos exploratérios pode ser definida
como pesquisas bibliogréficas. (GIL, 2002, p. 44).

Quanto a andlise, o trabalho faz op¢ao pelo método qualitativo, uma vez que o

mesmo visa compreender as particularidades dos problemas propostos.

Dessa forma, fizemos uma escolha prévia de trés problemas das Olimpiadas Brasilei-

ras de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). Para alcancar o objetivo, elaboramos

um “protocolo de construcao” para resolver cada problema e, assim, otimizar os passos de

tal forma que as solugoes ficassem evidentes.
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Figura 3 — Problema 1
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4. Nafigura ao lado, as retas re s sdo paralelas. O segmento AB é perpendicular a essas
retas e o ponto P, nesse segmento, é tal que AP =2 e BP =1. O ponto X pertence a reta
r e a medida do segmento BX é indicada por x. O ponto Y pertence a reta s e o tridngulo
XPY é retangulo em P.

a) Explique por que os triangulos PAY e XBP sao semelhantes.

b) Calcule a area do tridangulo XPY em fungéo de x.

c) Para quais valores de x a area do tridngulo XPY é igual a g ?

d) Determine o valor de x para o qual a area do tridangulo XPY é minima e calcule o valor dessa area.

TOTAL

Fonte: IMPA (2012)



Figura 4 — Problema 2

(UNTTZ 14 OLIMPIADA BRASILEIRA
o DE MATE TICA
AS

Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas. NIVEL 3

v Pl
\)7 0BMEP 2018
Somando novos talentos para o Brasil
4. O triangulo retangulo ABC tem catetos de medidas AB = 10 e AC = 10. O ponto P sobre o lado AB esta a uma
distancia x de A. O ponto Q sobre o lado AC é tal que PQ é paralelo a BC. Os pontos R e S sobre BC séo tais que QR

é paralelo a AB e PS é paralelo a AC. A unido dos paralelogramos PBRQ e PSCQ determina uma regido cinza de area
f(x) no interior do triangulo ABC.

a) Calcule f(2).
C

c) Encontre a expresséo de f(x) para 0 < x < 10.

d) Para qual valor de x a area f(x) € maxima?

TOTAL

Fonte: IMPA (2018)
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Figura 5 — Problema 3

NIiVEL 3 Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas

3.A figura mostra um poligono ABCDE em que todos os lados, exceto AE, sdo horizontais
ou verticais e ttm os comprimentos indicados na figura.

Considere, agora, uma reta vertical distante x do vértice A, com 0 < x < 5. Ela divide o
poligono ABCDE em dois poligonos, um situado a direita da reta e outro a esquerda.
Considere a funcdo f que associa a cada valor de x o perimetro do poligono situado a
esquerda da reta. Por exemplo, f(3) é o perimetro do tridngulo AHE, enquanto f(5) é o
perimetro do poligono ABCDE.

a) Calcule f(3).

A

17
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b) Calcule f(5).

c) Escreva as expressdes de f(x) para0 < x<3 e para 3 <x<5.

d) Esboce o gréfico da funcéo f.
f(x)
20

Fonte: IMPA (2016)

TOTAL

Essa experiéncia com as construgoes e as dificuldades enfrentadas na transcrigao

possibilitaram enxergar novos questionamentos e ampliar entendimentos em outras dire-
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coes.

Descritas a consideracoes iniciais, esta dissertacao esta estruturada em quatro ca-

pitulos. A introducao, nesta apresentamos o trabalho.

No segundo capitulo, intitulado “Preliminares”, embasamos em levantamentos bi-
bliograficos que abordam algumas tendéncias da Educac¢ao Matematica presentes em nosso
trabalho, a saber, Tecnologias da Informagcao e Comunicacao e a Resolugao de Problemas,
e também um breve relato sobre o software GeoGebra, nossa ferramenta para a resolugao

dos problemas.

No terceiro capitulo, buscamos discutir os trés problemas da OBMEP, cada um
com sua peculiaridade. Em cada problema, apresentamos dois tipos de resolucoes: uma
visual, que é o objetivo do trabalho, e outra algébrica. Esta, com intuito de validar a
visual, aplicamos diversos conceitos de geometria, andlise e algebra que fazem parte dos
contetdos das disciplinas do PROFMAT. Para a Resolucdo Visual, como mencionado,
utilizamos o rigor das construgdes geométricas. No primeiro problema, habilitando o
comando rastro, resultou em uma fun¢do continua em todo seu dominio. No segundo
problema, alcancamos uma fun¢ao definida por duas sentencas, o esboco do gréafico nos
mostra dois arcos de parabola que se encaixam perfeitamente, o que podemos comprovar
fazendo uma breve discussao sobre o fato de a funcao ser derivavel nesse ponto. Por
fim, no terceiro problema, chegamos a uma funcao que nao é continua, e diferente dos

anteriores em que envolvia areas, neste o perimetro foi objeto de estudo.

No quarto e ultimo capitulo, dedicamos as consideragoes finais. Neste, deixamos
alguns questionamentos para cada problema, a fim de que o leitor possa fazer conjecturas

e pesquisas futuras.
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2 PRELIMINARES

No presente capitulo, apresentaremos uma discussao sobre as principais tendén-
cias da Educacao Matematica que sao relevantes para o desenvolvimento do trabalho.
As tendéncias abordadas foram: as Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TIC’s) e
a Resolucao de Problemas. Ademais, procuramos informagoes nos documentos oficiais,
como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCN), e verificamos o que esses documentos dizem sobre a aplica¢do dessas tendéncias.
Para finalizar o capitulo, aduzimos uma abordagem sobre o software GeoGebra, sua in-

terface e comandos basicos que serao utilizados nas construgoes.

2.1 Tecnologias da informagao e comunicagao aplicadas ao ensino

Nos dias atuais, com o acesso facilitado as tecnologias, é inevitavel a utilizacao
desses recursos, no ambiente escolar, no processo de ensino e aprendizagem. Conforme

PIVA (2013),

O computador tem se transformado na ferramenta utilizada na maioria
das tarefas, principalmente aquelas relacionadas & comunicacao e ao co-
nhecimento. Com isso, estd cada vez mais presente em nossas vidas. |...]
Além de facilitar a visualizacdo de alguns fenémenos, animagdes, simu-
lacdes entre outros, o computador pode ser utilizado como ferramenta
de interacao, principalmente se estiver disponivel para uso dos alunos.
[...] (PIVA, 2013, p. 30).

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, a utilizagdo de recursos tec-
nologicos nas aulas de Matematica, como o computador, traz significativas contribui¢oes

para refletir sobre o processo de ensino e aprendizagem dessa disciplina, uma vez que:

e Relativiza a importancia do calculo mecanico e da simples manipu-
lacdo simbdlica, uma vez que por meios de instrumentos esses calculos
podem ser realizados de modo mais rapido e eficiente;

e Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem gra-
fica e de novas formas de representacao, permitindo novas estratégias de
abordagens de variados problemas;

e Possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse
pela realizagdo de projetos e atividades de investigacao e exploracao
como parte fundamental de sua aprendizagem:;

e Permite que os alunos construam uma visao mais completa da verda-
deira natureza da atividade Matematica e desenvolvam atitudes positivas
diante do seu estudo (BRASIL, 1998, p. 43).

Além dos PCN’s, a BNCC também trata das TIC’s como parte do contexto de vida
dos alunos. O documento reconhece os beneficios que a cultura digital tem promovido nas

esferas sociais. Para o Ensino Fundamental a BNCC destaca que a competéncia especifica
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de Matematica deve: “Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais, de outras areas
do conhecimento, validando estratégias e resultados”.(BRASIL, 2016, p. 267).

Dessa forma, a insercdo de novas tecnologias pode dinamizar a interagdo com o
conhecimento. O aluno deve ser protagonista, nao pode ficar restrito a simplesmente
fazer contas nas aulas de Matematica. Assim, fica evidenciado que nao podemos excluir
as TIC’s da sala de aula.

Outro ponto a ser destacado é que, para o ambiente escolar se adequar as demandas
de um mundo tecnolégico, a formacao do professor ¢ um fator determinante para o sucesso

ou fracasso no processo de ensino e aprendizagem.

E necessério dar prioridade absoluta na formacao docente, nio tanto no
sentido de fornecer aos professores um conhecimento minimo de infor-
mética, e mais precisamente sobre Computacio. E necessario, também,
e, sobretudo, fornecer bases para seu uso critico, de modo a garantir
a insercao de instrumentos informdticos no processo educativo ocorra
com plena consciéncia da sua viabilidade, validade e oportunidade no
processo de ensino aprendizagem (BRANDAO, 1995, p. 63).

Nesse contexto, de inovacoes tecnoldgicas, o professor deve refletir sobre as praticas
pedagodgicas utilizadas em sala, para o aluno do século XXI. Nao se trata de substituir
o papel e o lapis pelo computador, mas pensar em propostas que possam fazer a inte-
gragao entre o computador e as midias tradicionais, considerando-o uma ferramenta para
o desenvolvimento do pensamento Matematico. De acordo com FIORENTINI e CAS-
TRO(2003),

O conceito do saber docente pressupoe a existéncia de algumas media-
¢oes. Uma delas é a reflexdao. Sem ela, a formacao docente e a respectiva
producdo de saberes nao acontecem de modo efetivo. Sem reflexdo, o
professor mecaniza a sua pratica, cai na rotina, passando a trabalhar
de forma repetitiva, reproduzindo o que estd pronto, e o que é mais
acessivel, facil ou simples (FIORENTINI; CASTRO, 2003, p. 127).

Em nosso trabalho, fizemos uma reflexao sobre a solu¢do de problemas com foco
na Resolucao Visual. Aqui, percebemos que se faz necessaria uma mudanca em minha
pratica docente, pois em 20 anos como professor da rede publica do Distrito Federal,
sempre optei por métodos tradicionais, quadro e giz, com enfoque exclusivamente em
resolugoes algébricas. Cabe ressaltar que, na época em que me formei, nao tinha disponivel
a quantidade de softwares e aplicativos, alguns gratuitos, como nos dias de hoje. Assim,

a formagao do professor é um aspecto fundamental para o sucesso no uso das tecnologias.

A reflexao e a formacao (inicial e continuada) fazem-se necessarias, pois a utilizacao

das TIC’s no ensino pode proporcionar resultados positivos ou negativos.
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A anélise de varios casos ja relatados em pesquisas e publicaces na
area de educacao mostra problemas recorrentes, que estdo na base de
muitos dos fracassos no uso das tecnologias mais atuais na educacéo.
O primeiro é a falta de conhecimento dos professores para melhor uso
pedagogico da tecnologia, seja ela nova ou velha. Na verdade, os profes-
sores nao sao formados para o uso pedagogico das tecnologias, sobretudo
as TIC’s. Nesse caso igualam-se aquele professor que fica lendo para a
turma sonolenta o assunto da aula, o que exibe uma série interminavel
de slides e faz apresentacoes em power point, o que coloca video que
ocupa o tempo todo da aula, ou que usa a internet como se fosse apenas
um grande banco de dados, para que os alunos fagcam uma pesquisa.
(KENSKI, 2007, p. 57).

Sobre os caminhos que podem ser positivos no processo de ensino e aprendizagem,
para D’Ambrésio (2003),

E preciso substituir os processos de ensino e aprendizagem que priorizem
a exibicao, que levam a um receber passivo do contetido, por processos
que estimulem os alunos a participacdo. E preciso que eles deixem de
ver a Matemadtica como um produto acabado, cuja transmissao de con-
teddo é vista como um conjunto estatico de conhecimentos e técnicas.
(D’AMBROSIO, 2003, p.65)

A utilizacao de softwares voltados para o ensino de Matemaética, em especial, o
GeoGebra, que vamos abordar na pesquisa, evidencia a possibilidade do aluno manipular
objetos, visualizar graficamente a mudanca de parametros, possibilitando o mesmo, a fazer
conjecturas, e resolver problemas. Ou seja, a constru¢ao do conhecimento pelo préprio

aluno, a chamada visao construtivista, ocorre.

O construtivismo se baseia nas ideias do famoso psicélogo suigo Jean Piaget (1896-
1980), considerado uma das maiores autoridades em rela¢ao ao funcionamento da inteli-
géncia e ao processo de aquisicao do conhecimento. O propdsito, é que o aluno construa
seu préprio conhecimento, ou seja , o professor ¢ o mediador do processo de ensino, dei-

xando de ser protagonista.

O uso da teoria construtivista para denominar a constru¢ao do conhecimento por
intermédio do computador é abordado por Valente (1991, p.24) quando diz que “o compu-
tador pode enriquecer ambientes de aprendizagem onde o aluno, interagindo com objetos

desse ambiente, tem a chance de construir o seu conhecimento.”

Por fim, entendemos que para a utilizagao das TIC’s no processo de ensino e apren-
dizagem da Matematica, em especial nas atividades propostas em nosso trabalho, que a
formacgao do professor tem grande relevancia, uma vez que precisa estar familiarizado com
o software, dominando seus conceitos basicos, e principalmente as defini¢oes e proposicoes
matematicas que serao utilizadas para a compreensao do que aqui chamamos de Resolugao

Visual.
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2.2 Resolugao de problemas

Ao longo da Histéria da Matematica, o desenvolvimento de conceitos estd dire-
tamente associado a Resolu¢ao de Problemas, que veio a se consolidar como linha de
pesquisa no campo de Educagao Matematica, na década de 1980, nos Estados Unidos, a
partir dos trabalhos de Polya, em que ele propos que a resolucao de problemas deveria
ser o foco da Matematica escolar dos anos 1980. Mas o que é um problema? o significado
etimologico, pode ser interpretado como “lancar-se a frente”, que vem do prefixo pro, que

bRENA4

significa “diante”, “a frente”, e o complemento ballein, que significa “colocar”, “lancar”.

Ao abordar a nogao de problema,Polya (1981) afirmou que “sé existe um problema
quando hd uma dificuldade que se deseja vencer”. Em seu livro A arte de resolver proble-
mas (1995), apresenta detalhadamente quatro fases da Resolugao de Problemas, em que
o resolvedor (pessoa que vai resolver o problema) é a figura principal. O resolvedor de

problema precisa, segundo Polya (1995):

e Compreender o problema e a pergunta enunciada, além de querer respondé-la,

identificar o que ja conhece e o que desconhece e as condi¢oes nele presentes;

e Resgatar seus conhecimentos, suas experiéncias passadas com um problema se-
melhante ja resolvido ou utilizar varias abordagens experimentais antes de se comprometer

com uma que se parega promissora, elaborando um plano de agao;

e Executar o plano de agao, realizar célculos, colocar em pratica os procedimentos
para resolver o problema; no caso de um impasse, dever retornar a elaboracao do plano e

fazer os ajustes necessarios;

e Conferir os resultados obtidos no desenvolvimento do plano e sua execucao,
verificando se este segue as informacoes apontadas no problema; com isso, valida o plano

e chega a uma soluc¢do para o problema. (Polya, 1995 p.3-10)

Alguns principios que envolvem a Resolucao de Problemas foram descritos nos

Pardmetros Curriculares Nacionais (1998):

e O problema é o ponto de partida da atividade Matematica. A resolucao do
problema permite ao professor abordar conceitos, ideias e procedimentos matematicos,

por meio de estratégias desenvolvidas pelo aluno no processo de resolucao;

e O problema deve ser desafiador, exigir que o aluno interprete o enunciado e
estruture a situacao apresentada. Exercicios que possam ser resolvidos de forma meca-
nica, a partir da aplicagdo de uma férmula ou procedimento decorado, ndo caracterizam

problemas;

e Para resolver um problema, o aluno constréi aproximacoes sucessivas de um

conceito. Ele utiliza o que aprendeu ao resolver outro problema, o que exige transferéncias,
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retificagoes e rupturas, assim como pode ser observado na Histéria da Matematica;

e O aluno nao constréi um conceito de forma isolada para resolver um problema,

mas constréi um campo de conceitos que tem sentido em um campo de problemas;

e Os problemas nao devem ser utilizados como aplicagdes de um conhecimento
supostamente adquirido pelos alunos, e a resolugao de problemas nao deve ser desenvolvida
em paralelo a aprendizagem de conceitos e estruturas matematicas, mas ser meio pelo qual

os alunos aprendem.

Entendemos que a metodologia de Resolugao de Problemas ¢ uma ferramenta im-
portante para estimular o raciocinio, reflexao e a descoberta. Assim, o caminho heuristico
preconizado por Polya, foi utilizado com énfase nas resolugoes dos problemas propostos

em nosso trabalho.

Diante do exposto, fizemos uma pesquisa, utilizando o software GeoGebra, na
resolucao de problemas. Nosso foco foi a Resolucao Visual do problema. Utilizando
ferramentas simples do programa, entendendo a dinamica da resolugao, sem os calculos
algébricos. O que diferencia nosso trabalho de outros é o fato de resolver problemas,
utilizando o rigor das construgoes, sem a preocupacao inicial com a parte algébrica. A
partir das respostas obtidas, fazemos novas conjecturas e observamos o comportamento
de algumas funcoes, justificando algebricamente os resultados obtidos. Isso justifica a
importancia da utilizacdo da geometria dindmica na pesquisa. Conforme GIRALDO
(2012)

Em geometria dindmica, a garantia de validade das propriedades e re-
lacoes matematicas no objeto apresentado é incorporada concretamente
no proéprio processo de construcao da representacao. Desta forma as pro-
prias experiéncias de construir representagoes em geometria dindmica ja
constituem, por si sé, exercicios que demandam um maior nivel de co-
nhecimento matemético dos objetos. Essas experiéncias podem ainda
fornecer pistas sobre outras propriedades e relacoes dos objetos cons-
truidos, além daqueles que fazem parte das suas definigdes ou sdo dados
nos enunciados dos problemas, sugerindo porque eles sdo vdlidos (ou nao
validos) e indicando caminhos para a sua dedugdo. Assim, o processo de
construgdo pode nos levar a perceber e conjecturar propriedades, que,
evidentemente, deverdo ser confirmados ou refutados por argumentos
matemdticos. (GIRALDO; CAETANO e MATTOS, 2012, p. 68).

2.3 O software GeoGebra

O Geogebra é um software de geometria dinamica, criado por Markus Hohenwarter,
que iniciou o projeto em 2001 na Universidade de Salzburg. E gratuito, o que permite
aos usuarios, a utilizacdo em smartfones, tdo presentes nas salas de aula nos dias atuais,

ou até mesmo, em um laboratoério de informatica inteiro, de escolas com esse aporte.
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O software foi desenvolvido para o ensino e aprendizagem de Matematica nos mais

variados niveis, desde as séries iniciais do ensino basico ao ensino superior.

Com uma interface agradavel, permite trabalhar com ferramentas de calculo, alge-
bra e geometria, de forma simultanea, permitindo fazer analogias através de uma visuali-
zacao imediata. As janelas de dlgebra e geometria, por exemplo, nos permitem representar
o mesmo objeto, de maneiras diferentes, o que nos proporciona uma visdo mais ampla,

interligando conceitos.

De acordo com Hohenwarter (2007),

O GeoGebra é um sistema de geometria dindmica. Permite realizar
construgdes tanto com, pontos, vetores, segmentos, retas, conicas como
com fungdes que podem se modificar posteriormente de forma dindmica.
Por outro lado, equacoes e coordenadas podem estar interligadas dire-
tamente através do GeoGebra. Assim o software tem a capacidade de
trabalhar com varidveis vinculadas a ntimeros, vetores, e pontos; permi-
tindo achar derivadas e integrais de fungoes e oferecer comandos, como
raizes e extremos. (HOHENWARTER, 2007,p.4)

No presente trabalho, o software é utilizado como auxilio, para compreender de
forma visual a resolucao de alguns problemas, uma vez que a representagao e resolucao
do problema que muitas vezes é apresentado ao aluno, seja no papel ou quadro, pode nao

agucar a sua criatividade, para fazer conjecturas e observar determinadas propriedades.

2.4 Tela inicial do GeoGebra e principais comandos

A seguir, mostraremos a tela inicial do GeoGebra (Figura |§| e Figura , assim
como os principais comandos utilizados no trabalho. Mais informagoes sobre download,

tutoriais, materiais de apoio, podem ser obtidas no site (www.geogebra.org).

Figura 6 — Tela do Geogebra Classic 5
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Fonte: Nobriga (2010)
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Figura 7 — Barra de ferramentas do GeoGebra
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Fonte: Nobriga (2010)
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Vamos explicitar aqui, apenas os comandos basicos, utilizados nas construgoes dos
problemas discutidos no texto. As ferramentas, assim como suas respectivas fungoes,

serao listadas dentro de cada janela.

Menu da janela 1

R

Selecionar, mover e manipular objetos.

Menu da janela 2

.A
e (Cria Uum novo ponto em um espaco livre, em um objeto ou em uma intersecao.

A

—= Cria um ponto em objeto definido.

B

Com esta ferramenta, podemos explicitar os pontos de intersecao entre dois objetos.

4 Esta opcao cria o ponto médio entre dois pontos.

Menu da janela 3

i Reta que passa por dois pontos.

— Segmento de reta que une dois pontos.

el

4 Semireta a partir de dois pontos.

Menu da janela 4
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;

Construir uma reta perpendicular a uma reta, semireta, segmento, vetor, eixo ou
lado de um poligono.

¥
|E Construir uma reta paralela a uma reta, semireta, segmento, vetor, eixo ou lado
de um poligono.

Menu da janela 5

| Gl

Construir um poligono de n lados.

Menu da janela 11

IE Ampliar as figuras que estao na area grafica, como se estivesse aumentando o zoom.

Q

Diminuir as figuras que estao na area grafica, como se estivesse diminuindo o zoom.

@
=i Fixibir ou ocultar objetos.
A

i Exibir ou ocultar rétulos.
A

“ Apagar objetos, tanto na area gréafica, quanto na janela algébrica.

A Figura [§ exibe as funcoes do botao direito do mouse.
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Figura 8 — Fungoes do botao direito do mouse

Janela de Visualizacao

| Eixos
Malha

Barra de Navegacao

@& Zoom ’
EixoX : EixoY »
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrao Ctrl+M

¢ Janela de Visualizacdo ...

Fonte: Nobriga (2010)

Como estamos abordando uma solucao para os problemas através do GeoGebra,
em todas as construgoes que serao apresentadas neste trabalho, o comando “Habilitar
Rastro” é utilizado com frequéncia, assim como algumas edigoes feitas nas propriedades
de um objeto, bem como, cores, espessura, etc. Tais comandos sao executados, utilizando o
botao direito do mouse. O objetivo dessa apresentacao aqui foi para o leitor se familiarizar
com a interface do GeoGebra e com os comandos utilizados no trabalho, uma vez que
os problemas a serem resolvidos, nao exigem construgoes sofisticadas, apenas conceitos

basicos de geometria.

Com isso, finalizamos este capitulo e estamos aptos a adentrar no objetivo deste
trabalho.
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3 PROBLEMAS

Neste capitulo, vamos abordar trés problemas retirados das provas das Olimpiadas
Brasileiras de Matematica das Escolas Piblicas (OBMEP) dos anos de 2012, 2016 e 2018;
todas do Nivel 3 da segunda fase. Cada problema envolve variagdo de area ou de perimetro
de uma figura plana. Faremos dois tipos de resolucao: O primeiro utilizando o software

GeoGebra e o segundo utilizando artificios algébricos.

Chamaremos a resolucao feita com o GeoGebra de Resolucao Visual, e essa sera
apresentada passo a passo, seguindo de uma descri¢ao, uma imagem e um comentario, ou
seja, formalmente Resolugdo Visual é um algoritmo em que cada passo desse algoritmo
é comprovado com uma figura construida com o GeoGebra. Seguimos esse procedimento

para mostrar que, com cada construcao, podemos atingir os seguintes objetivos:
1) Resolver o problema, isto é, por meio da construgdo encontrar uma resposta que
satisfaca cada item do problema;

2) Rigidez na construgao, ou seja, as propriedades nao se alteram com a animagao de

um ponto, ampliacdo ou reducao da figura ou até mesmo ao mudar objetos;

3) Inspirar uma solucao algébrica e, assim, utilizar a mesma para verificar a Resolugao

Visual.

3.1 Problema 1: Area de um triangulo entre duas retas paralelas

Esse problema ¢é a Questao 4 da Segunda Fase do Nivel 3 da 8* Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas/2012. Sua proposta é calcular a drea minima de um

triangulo, em funcao de um lado.



—
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Figura 9 — Questao 4 da OBMEP (2012)
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4. Nafigura ao lado, as retas re s sdo paralelas. O segmento AB é perpendicular a essas
retas e o ponto P, nesse segmento, é tal que AP =2 e BP =1. O ponto X pertence a reta
r e a medida do segmento BX é indicada por x. O ponto Y pertence a reta s e o tridngulo
XPY é retangulo em P.

a) Explique por que os triangulos PAY e XBP sao semelhantes.

b) Calcule a area do tridangulo XPY em fungéo de x.

c) Para quais valores de x a area do tridangulo XPY é igual a g ?

d) Determine o valor de x para o qual a area do triangulo XPY é minima e calcule o valor dessa area.

TOTAL

Fonte: IMPA (2012)

3.1.1 Resolugao Visual do problema 1

29
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A seguir, faremos o processo de construcao da solucao. Cada passo sera deta-
lhado com uma descri¢do, um comentario sobre sua utilidade e uma figura para ilustracao

(Resolugao Visual).

Passo 1: Ative a ferramenta SEGMENTO para construir o segmento de comprimento 3.

Figura 10 — Segmento AB

Fonte: Autor

Note que, o segmento AB foi construido com coordenadas de extremidades (0, 0)
e (0,3), e ambas sobre o eixo y. Isso implica que AB estd fixado em y e os pontos A e B

se movem apenas nesse eixo.
Passo 2: Ative a ferramenta PONTO EM OBJETO e construa o ponto P sobre o
segmento AB.

Figura 11 — Ponto no segmento AB

o=

T

Fonte: Autor

Passo 3: Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR e construa as retas r e s per-

pendiculares ao segmento AB passando, respectivamente, por B e A.
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Figura 12 — Reta perpendicular ao segmento AB

(=]

Fonte: Autor

As retas r e s foram construidas perpendiculares ao segmento AB para que os

angulos em A e B sejam retos, ou seja, as retas r e s sao paralelas.

Passo 4: Ative a ferramenta SEMIRRETA para construir a semirreta ¢ com origem em
B, sobre a reta r com abscissa positiva. Esconda a reta r e ative a ferramenta PONTO

EM OBJETO para construir o ponto X sobre a semirreta i;

Figura 13 — Semirreta ¢

(=]

Fonte: Autor

O objetivo da construgao da semirreta i esté relacionado a movimentagao do ponto

X que foi construido sobre a mesma, movimentando-se apenas sobre ela.

Passo 5: Ative a ferramenta SEGMENTO para construir o segmento PX. Com a
ferramenta RETA PERPENDICULAR para construir a reta g perpendicular ao segmento
PX passando por P. Em seguida ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS

para encontrar a intersecao Y das retas g e s.
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Figura 14 — Segmento PX e reta g

(=]

Fonte: Autor

Aqui, construimos a reta g de modo que o angulo X PY (pol(1)) seja reto como

pedido no enunciado.

Passo 6: Ative a ferramenta POLIGONO e construa o tridngulo XPY. Em seguida,

esconda a reta g.

Figura 15 — Tridangulo XPY

Fonte: Autor

Esse passo finaliza a construcao do triangulo X PY retangulo em P, conforme o
enunciado. Observe que o ponto X pode ser movimentado de tal forma que a area do
tridngulo PXY seja varidavel. Vamos observar nas figuras abaixo, dois desses movimentos
de X.
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Figura 16 — Movimento do triangulo XPY

W e

Area de XPY=585

T

T

Area de XPY=3.3

[

o 1 2 3 4 5 3]

Fonte: Autor

Passo 7: Exibir a Janela de Visualizacio 2, e criar o ponto F' = (x(X), Area(pol1)).

Figura 17 — Ponto F

b Janela de Visualizagao

X

b Janela de Visualizacio 2

244

1

Fonte: Autor

O comando z(X) atribui a abscissa do ponto X ao ponto F' | e essa é a distancia

de B a X. O ponto F' na janela 2 associa essa distancia com a area do triangulo X PY.

Passo 8: Habilitar rastro no ponto F' e animar o ponto X. Janela de Visualizagao 2.
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Figura 18 — Rastro do deslocamento do ponto F'

.
.
L
L
-
-
.
-
.
°

2 3 0 1 2 3 4 5 £

B>
Fonte: Autor

Ao habilitar rastro no ponto F' e animar o ponto X, obtemos o esboco do gréfico

da funcao que associa a area do triangulo PXY em relagao ao comprimento do segmento
BX.

Agora, estamos em condigoes de obter uma solucao de cada item do Problema 1.
3.1.2  Solucao do problema 1, utilizando o GeoGebra

a) Pelo rigor da construgdao e verificagio da semelhanga dos tridngulos PAY e
X BP, basta verificar que os angulos YPA e PXB sio congruentes, uma vez que PBX

e PAY sio retos. Mas isso pode ser feito fazendo a medicao desses angulos como mostra
a Figura |19,

Figura 19 — Semelhanca dos tridngulos PAY e XBP, com um movimento feito em

o 1 2 3 4 o 1 2 3

Fonte: Autor

b) A ordenada do ponto F' nos da a drea do tridngulo, e sua abscissa o valor de x.

¢) Ao criar a reta y = 2,5 na Janela de Visualizagao 2, observamos que a intersec¢ao
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5) )
dessa reta com a curva criada ao movimentar o ponto F' sao os pontos (5, 5) e ( , 5)
como mostra a Figura [20]

Figura 20 — Intersecao da reta y = 2,5 com o deslocamento do ponto F

S S

3 4 5

Fonte: Autor

1
De fato, ao colocar o ponto X com abscissas 5 ou 2, obtemos as seguintes areas
para o tridngulo X PY, (Figura [21)).

. 1
Figura 21 — Areas para o triangulo XPY, quando =z = 3 oux =2

X =|(1/2,3)

Area de XPY=25 Areade XPY=25

o 1 2 3 4 o 1 2 3
¥ Y

Fonte: Autor

d) Utilizando o raciocinio do item anterior, o candidato para valor minimo da

funcao é y = 2, que ocorre quando x = 1.
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Figura 22 — Possivel valor minimo da funcao

T |

Fonte: Autor

Ao mudar a abscissa do ponto X para 1, obtemos a area do triangulo igual a 2, e

pelo rastro do ponto F', observa-se que esse valor da area é o tinico minimo.

Figura 23 — Areas para o tridngulo XPY=2

X =(1,3)

Ok

Areade XPY=2

o] 1 2 3 4

Fonte: Autor

3.1.3 Solugao Algébrica

a) Do enunciado temos

PAY = XBP = 90°. (3.1)

Além disso,

BPX +90° + APY = 180°,

o que nos da
APY =90° — BPX. (3.2)
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Por outro lado, no triangulo X BP, os angulos BPX e BXP sio complementares e segue
que
BXP =90° — BPX. (3.3)

De (3.2) e (3.3)) obtemos

APY = BXP. (3.4)

Finalmente, de (3.1)) e (3.4) segue a semelhanca dos tridangulos PAY e X BP.

b) Chamaremos o angulo BPX de 0, e dai teremos que
BX 2 2
tanf = |\BP|| =xe tanf = W, o que implica em |AY| = -

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:

| XP|* = |BX|)*+ |BP|* = |XP| = Va2 +1,

4 4 2
|PY|* = |[AY > + |AP|* = |PY| = \/4 +— = \/ (1+22) = V1+a2

22 T

A area do tridngulo X PY ¢ igual a:

_ |PX]-|PY]

5 =Va2+1-V1+22-

2
S z
x

DN | —

1

S=(z"+1)-~

@ +1)-
1
S=x+—
x

Portanto, a area do tridngulo X PY em funcao de x é

1
S=z+—.
x

1
c) 2x2—5x+2:0:>:c1:2ex2:§.
d) E conhecido que a média aritmética é maior ou igual & média geométrica. De

fato,

(Va—vb)?>=0

para quaisquer a e b ndo negativos. Assim,
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a—2Vab+b > 0=
a+b > 2vVab=
b
= > Vab

A igualdade ocorre se, e somente se, a = b.

Aplicando a desigualdade das médias com a funcao que define a area do tridngulo

1
T+ — 1 1
= L>yr- —=z+-2>2
2 T T

Portanto, o tinico possivel valor minimo para essa area é 2, o que ocorre quando

em funcao de z, temos:

no| i

x4+ % = 2 ou seja, somente quando x = 1.
3.1.4 Discussao do problema 1

A possibilidade de movimentar o ponto P sobre o segmento AB abriu um novo
horizonte para uma discussao sobre outras questoes. Devido a rigidez da construcao, a
figura nao perde suas propriedades originais ao movimentar um de seus pontos. Com
efeito, inicialmente vamos deslocar P para os pontos de coordenadas (O, %) e (0, g), e
esbocar o grafico da funcao. Assim obtemos o grafico de uma func¢do parecido com o da

original com valor minimo igual a 1, 25.

Figura 24 — Deslocamento do ponto P

X =/(1.3)

Areade XPY =142 :
054

2 3 4 2] 08 1 1.5 2 2,5 3

Fonte: Autor
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Figura 25 — Deslocamento do ponto P

X =(1,3)

Area de XPY=2.03

05

&
1o
[ 8]
in
w

Fonte: Autor

3
Em seguida, deslocando o ponto P para (O, 5), Figura encontramos 2.25 como

candidato a valor minimo.

Figura 26 — Deslocamento do ponto P

i i
3 B 1
1 1
5 I i
1 i
: 1
: 1
25 ] i :
e Ey B | oo e = e ol e e
\ " 1
. : . :
1 1 1
X =(1,3) : : '
| 1 '
3 | I '
8 : . .
15 : : .
] 1 G
d Ly | | |- #omemnnnees gommmmmnenes | GEEEEE
| H '
. 1 : . '
Area de ¥PY=2.82 I i '
P | - '
] 1 L}
1 ] I L}
05 [ I 1
| - '
: i '
l i H ,
1 1 1
0 1 2 3 4 0 o5 1 115 2 s 3
Y. ' 1 L

Fonte: Autor

De modo analogo, encontramos os seguintes pontos:



40

Figura 27 — Pontos de minimos ao deslocar P

[ ] H 1 [
[ ] 1 I
251 I ] : I I
S T N .

R e i E i B S T
I 1% : L I
R e P TS SRRt SEEEEEES
Fo b
I 1 1 I 1
[ 1 1 1 I
I

LTS T S T
T ] | 1 ¥
st e $reoms AEsTR N Ses e s e
1 1 " 1 I
. ! : i | |
1 1 i 1 I
1 1 . 1 I
1 1 ; 1 I
1 1 " : :
0.5 1 . ' i - b
[ ] ! 1 [
[ ] I 1 [
1 1 I I i
1 1 1 1 [
1 1 | I 1 .
[u] UI,S J|| 1:5 é 2',5 3
1 1 i 1 I

Fonte: Autor

E importante observar que, fixando ¥y, S,.;, € 0 menor valor que S assume variando
z (x> 0).

Pela simetria com a reta y = 1,5 e pela disposicao dos pontos, suspeitamos que
esses estejam sobre uma pardbola. De fato, a parabola S,,;, = 3y — y? passa por tais

pontos como mostra a Figura [28|

Figura 28 — Parédbola

DI.S o 0,5 1

5 L 2
Fonte: Autor

Vamos demonstrar, algebricamente, que tomando a ordenada y do ponto P no

intervalo (0, 3), obtemos 3y — y? para o valor minimo da 4rea S do tridngulo X PY.



Figura 29 — Triangulo PXY

Fonte: Autor

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo X PB, temos:
|IPX]? =22+ (3 —y)? = |PX| = /22 + (3 —y)2
Como os tridngulos PAY e X BP sao semelhantes, temos:
y x 22+ (3 —y)?

= = |PY| = -y
|PY | 22+ (3 — y)? x

Aplicando novamente que a area do triangulo X PY é igual a

= () ()

= [P+ B-y o

_ <x+(3;y)2>.%

wy  B-y)*y
2 2x ’

S

Pela desigualdade das médias, temos:

vy B-y)y .
2 2 4@.%
2 ~ V2 21

¢,§>M

e, assim,

S>2B-y) -y

Logo, o valor minimo ocorre quando,

41
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ry By

=r=3—y.
2 % o J

Assim, o menor valor de S é 3y — y* = y(3 — y), ou seja, Spin = 3y — y*.

3.2 Problema 2: Area de um poligono interno a um triangulo.

Esse problema ¢é a Questao 4 da segunda fase do Nivel 3 da 14* Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas/2018.



Figura 30 — Questao 4 da OBMEP (2018)

(UNTTZ 14 OLIMPIADA BRASILEIRA
o DE MATE TICA
AS

Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas. NIVEL 3

v Pl
] —osweraos
Somando novos talentos para o Brasil
4. O triangulo retangulo ABC tem catetos de medidas AB = 10 e AC = 10. O ponto P sobre o lado AB esta a uma
distancia x de A. O ponto Q sobre o lado AC é tal que PQ é paralelo a BC. Os pontos R e S sobre BC séo tais que QR
é paralelo a AB e PS é paralelo a AC. A unido dos paralelogramos PBRQ e PSCQ determina uma regido cinza de area
f(x) no interior do triangulo ABC.

a) Calcule f(2).

C
S
Q \ R
A B
—
x=2 P
1 1
b) Calcule f(8).
C
Q R
S
A
P B

c) Encontre a expresséo de f(x) para 0 < x < 10.

d) Para qual valor de x a area f(x) € maxima?

TOTAL

Fonte: IMPA (2018)

3.2.1 Resolucao Visual do problema 2
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Passo 1: Ative a ferramenta SEGMENTO e construa os segmentos AB e AC, com
A=(0,0), B=(10,0) e C = (0,10).

Figura 31 — Segmentos AB e AC

12

9]

109

-2 0 2 4 6 g 10 12

Fonte: Autor

Os segmentos AB e AC foram construidos, respectivamente, sobre os eixos x e y,

assim, tais segmentos podem ser modificados apenas nesses eixos.

Passo 2: Ative a ferramenta RETA PARALFELA e construa as seguintes retas: reta h
passando por B e paralela ao lado AC, e a reta i passando por C e paralela ao lado AB.
Em seguida, ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e marque o ponto

D, intersecao das retas h e 1.

Figura 32 — Retas paralelas a AB e AC

h

-2 0 2 4 i g 0 12

Fonte: Autor
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O ponto D foi construido de modo que o poligono ABCD seja um retangulo,

mesmo que os pontos B e C' sejam movimentados.

Passo 3: Ative a ferramenta POLIGONO, e construa o triangulo ABC/(t1).

Figura 33 — Tridangulo ABC

Fonte: Autor

O tridngulo ABC foi construido de acordo com o enunciado.

Passo 4: Ative a ferramenta PONTO EM OBJETO e crie o ponto P sobre o segmento
AB.

Figura 34 — Ponto P sobre AB

Fonte: Autor

O ponto P foi construido sobre o segmento AB, para que ele se movimente apenas

nesse segmento.

Passo 5: Ative a ferramenta SEGMENTO e construa o segmento j com extremidades
em A e D; em seguida, com a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, marque

o ponto E intersecao do segmento AD com o lado BC
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Figura 35 — Ponto F interse¢ao do segmento AD com BC

Fonte: Autor

Ao construir o segmento AD e o ponto E, temos como objetivo construir dois
segmentos AE e ED, que sao relevantes na construcao. Note que o ponto E é o ponto de

encontro das diagonais de um retangulo, ou seja, é o ponto médio do segmento BC'.

Passo 6: Ative a ferramenta RETA PARALELA, e construa a reta k passando por P e
paralela ao lado AC

Figura 36 — Reta k passando por P

12 ..... ..... .....

Fonte: Autor

A reta k é primordial na construgdo, uma vez que os poligonos PBR(Q ¢ PSCQ

do enunciado dependem da intersecao da reta k com o segmento AD.
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Passo 7: Ative a ferramenta SEGMENTO, e construa o segmento [ com extremos A e F,

e o segmento m com extremos F e D. Em seguida ative a ferramenta INTERSECAO DE

DOIS OBJETOS para marcar o ponto 7', intersecao de k com [ e o ponto F', intersecao

de k e m.

Figura 37 — Intersecao de segmentos

k

k

Fonte: Autor

O ponto T aparece no enunciado e esta definido quando sua abscissa esta entre 0

e 5. O ponto F' é obtido quando sua abscissa for maior que 5 e menor do que 10. Os

pontos T e F' ficam bem definidos de acordo com a localizacao de P em AB.

Passo 8: Ative a ferramenta RETA PARALFELA, e construa a reta n passando por P e

paralela ao lado BC'.
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Figura 38 — Reta passando por P e paralela a BC

Fonte: Autor

Aqui, construimos a reta n paralela ao lado BC cuja intersecado com o lado AC
nos da o ponto @, que por hipotese faz com que P(Q) seja paralelo a BC, como veremos a

seguir.

Passo 9: Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, e marque o ponto S,

intersecao da reta k com o lado BC', e o ponto (), interse¢ao da reta n com o lado AC;

Figura 39 — Intersecao de retas com os lados BC e AC

Fonte: Autor
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Destacamos os pontos Q) e S, pois serdao vértices de poligonos importantes.

Passo 10: Ative a ferramenta RETA PARALELA, e construa a reta p passando por () e
paralela ao lado AB. Em seguida ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS

e marque o ponto R, intersecao da reta p com o lado BC.

Figura 40 — Reta paralela a AB interse¢do com a reta p

L

Fonte: Autor

Fazendo a intersecao da reta p com o lado BC', encontramos o ponto R que como,

podemos observar, é vértice do triangulo RST'.

Passo 11: Ative a ferramenta POLIGONO, e construa os tridngulos APQ, RST, FRS
e o poligono ABSFRC,

Figura 41 — Triangulos APQ e RST

Fonte: Autor
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Figura 42 — Triangulo RFS

Fonte: Autor

Observe que os triangulos construidos acima sdo essenciais no calculo da area da
regiao verde. A area da regiao verde é igual a diferenca entre a area do poligono ABSF RC'

e a soma das areas dos tridngulos APQ e RSF.

Passo 12: Abra a Janela de Visualizacao 2 e, na caixa de entrada, construa o ponto
K = (x(P), Area(t;)-Area(ty)-Areca(ts)), onde t; é o tridngulo ABC, t, o tridngulo APQ
e t3 o tridangulo RST.

Figura 43 — Ponto K

40 ™
as
14 30

12 25

20

Fonte: Autor

O ponto K, na Janela de Visualizacao 2, associa a abscissa do ponto P com a area
do poligono PBRTSC(Q) (regiao verde). Note que, quando o comprimento de AP é maior
que 5, o ponto K fica indefinido, pois nao havera mais o triangulo RTS. Nos préoximos,

passos iniciaremos a construcao da figura quando o comprimento de AP for maior que 5.
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Passo 13: Abra a Janela de Visualizacao 2 e, na caixa de entrada, construa o ponto L =
(z(P), Area(pol,)-Area(ts)-Area(ty), onde pol; é o poligono ABSFRC, t, é o tridngulo
APQ e ty é o triangulo RSF.

Figura 44 — Ponto L
I —30
S s
! “: 20
|15

[

0 i 10 15 20

Fonte: Autor

Aqui destacamos o ponto L que nos da a area da regiao verde, em funcao do

comprimento do segmento AP, quando AP é maior que 5.

Passo 14: Habilite rastro nos pontos K e L e anime o ponto P.

Figura 45 — Rastros dos pontos K e L

Fonte: Autor
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Figura 46 — Rastros dos pontos K e L

40

Fonte: Autor

3.2.2  Resolugao do problema 2 utilizando o Geogebra

A seguir, daremos uma solucao para cada item utilizando a construcao acima.

a) Fazendo |AP| = 2, obtemos o ponto K = (2,30), por construcao, K associa o
comprimento do segmento AP com a drea da regiao proposta no enunciado, logo f(2) =
30;
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e

T8

13-

Figura 47 — Abscissa igual a 2

10

KE

30

25

Fonte: Autor

15

53

b) Fazendo |AP| = 8, obtemos o ponto L = (8,18), por construcao, L associa o

comprimento do segmento AP com a drea da regidao proposta no enunciado, logo f(8) =

18;

20

18

Figura 48 — Abscissa

Fonte: Autor

igual a &

40
=k}

30

20

c¢) Devemos observar o comportamento da area da regiao verde conforme os pontos

K e L estao definidos ou ndao. Assim estamos diante de uma funcao definida por duas

sentencas, onde cada sentenga é dada por uma cor do grafico a seguir, (Figura .
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d) O candidato para valor maximo é y = 40, que ocorre quando x = 4. De fato, ao
mudar a abscissa do ponto P para z = 4, obtemos a area do poligono igual a 40, e pelo

rastro do ponto K, observa-se que esse valor é o tinico maximo.

Figura 49 — Valor maximo

&8

Fonte: Autor

3.2.3 Resolugao Algébrica

a) Denotemos por T' a intersecao dos segmentos QR e PS. Para calcular f(2),

basta subtrair da area do triangulo ABC' as areas dos tridngulos APQ e TRS. Logo,

10-10 2-2 6-6
=5 3 3 =%

Na Figura 50|, considere, E =S e D =T

f2)
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Figura 50 — Triangulo ABC

Fonte: Autor

b) Para calcular f(8), basta subtrair a area do tridngulo APQ do triangulo ABC"

10-10 8-8
8)=—— 22— 18,

Figura 51 — Tridngulo APQ

A

8 P2 B

Fonte: Autor

c¢) No caso geral, a expressdo de f(z) para 0 < x < 5 usa a mesma ideia que a

utilizada no item (a).

z? (10 — 2z)? 5r?
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Figura 52 — Area da regido verde 1

A oz pl0—2x T B

Fonte: Autor

e a expressao de f(z) para 5 < z < 10 usa a mesma ideia que a utilizada no item b):

1.2

f(z) =50 — 5

Figura 53 — Area da regido verde 2

A x P10—2 B

Fonte: Autor

As expressoes de f(z) obtidas acima coincidem quando x = 5. Como visto na
Figura o grafico de f(z), para 0 < = < 10, é a unidao de dois arcos de diferentes

parabolas que se emendam de forma suave, isto é, as derivadas laterais sao iguais

— 5.5420=5c lm 1D =IO

. f(z) = [(5) _
lim B Jim, po—- = —5.

T—5~ T —



57

O ponto de méximo de f(x) ocorre quando =z = 4, que é a abscissa do vértice
do primeiro trecho que compde a parabola que compde a fungdo f(x). Assim, a drea é

maxima quando xz = 4.

Figura 54 — Ponto de maximo

Fonte: Autor

Observe que as partes azul e vermelha do grafico da fun¢do nao sao simétricas
em relagao a reta x = 4, o que confirma que o grafico de f nao se trata de uma tnica

parabola, mas da concatenacao de duas outras.

3.3 Problema 3: Perimetro de um Poligono

Este problema é a Questao 3 da Segunda Fase do Nivel 3 da 12* Olimpiada Bra-
sileira de Matematica das Escolas Publicas/2016.



Figura 55 — Questao 3 da OBMEP (2016)

NIiVEL 3 Respostas sem justificativa ndo serdo consideradas

3.A figura mostra um poligono ABCDE em que todos os lados, exceto AE, sdo horizontais
ou verticais e ttm os comprimentos indicados na figura.

Considere, agora, uma reta vertical distante x do vértice A, com 0 < x < 5. Ela divide o
poligono ABCDE em dois poligonos, um situado a direita da reta e outro a esquerda.
Considere a funcdo f que associa a cada valor de x o perimetro do poligono situado a
esquerda da reta. Por exemplo, f(3) é o perimetro do tridngulo AHE, enquanto f(5) é o
perimetro do poligono ABCDE.

a) Calcule f(3).

A

(UNTTZ 12/OLIMPIADA BRASILEIRA
'a DE MATEM CA
DAS ESCOLAS P!

T osmerzote

Somando novos talentos para o Brasil

D 2 C
E‘
6
S H B

b) Calcule f(5).

c) Escreva as expressdes de f(x) para0 < x<3 e para 3 <x<5.

d) Esboce o gréfico da funcéo f.
f(x)
20

Fonte: Autor

3.3.1 Resoluc¢ao Visual do problema 3

TOTAL

o8
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Passo 1: Ative a ferramenta SEGMENTO e construa o segmento AB. Em seguida, ative
a ferramenta PONTO EM OBJETO e marque o ponto P sobre o segmento AB.

Figura 56 — Segmento AB

Fonte: Autor

Construimos o segmento AB de extremos A = (0,0) e B = (5,0), no eixo das

abscissas para facilitar os passos seguintes. O ponto P foi construido sobre o segmento

AB, para que se movimente apenas sobre o mesmo, no eixo das abscissas.

Passo 2: Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR e construa as retas verticais e

horizontais do poligono ABCDE.

Figura 57 — Retas verticais e horizontais do poligono

g

J

h

A P

0 1 2

Il

Fonte: Autor

As retas g,h,k e i foram construidas passando pelos pontos (3,0), (5,0), (0,4) e

(0,6), de modo que as hipdteses do problema sejam satisfeitas, como veremos nos passos

seguintes. Cabe ressaltar a importancia da reta g que passa por P, uma vez que vamos

calcular o perimetro do poligono que esta a sua esquerda.

Passo 3: Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, e marque os pontos

C, D e F, intersecao das retas h e i, j e i, j e k respectivamente.
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Figura 58 — Pontos e intersecao de retas

D C

A P E
0 1 2 4 i 6

Fonte: Autor

Os pontos foram construidos nas intersecoes das perpendiculares, garantindo a
rigidez da construcao, ou seja, movimentando o ponto P, a figura nao vai perder suas

propriedades originais.

Passo 4: Ative a ferramenta SEGMENTO, e construa os segmentos BC', CD, DE e FA.
Em seguida, ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, e marque os pontos
F e G, conforme a Figura

Figura 59 — Segmentos e pontos de intersecao

D C D G P

Fonte: Autor

Observe que os pontos F' e G estao definidos de acordo com a variagao do ponto

P.

Passo 5: Na caixa de entrada, vamos construir os seguintes poligonos, APF ¢ APGDE.

Denominados (t1) e (poly), respectivamente.
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Figura 60 — Poligonos APF ¢ APGDE

D C

Fonte: Autor

Observe que obtemos os poligonos em verde e vermelho, o primeiro que esta definido

quando P varia de 0 a 3, e o segundo quando P varia de 3 a 5.
Passo 6: Abra a Janela de Visualizagdo 2, e, na caixa de entrada, construa o ponto
k = (x(P), perimetro(t;)).

Figura 61 — Ponto K

D o 12

B
4 5 20 2 4 B

Fonte: Autor

A ordenada do ponto K nos da o perimetro do tridngulo APF, que esta associado

a abscissa do ponto P.

Passo 7: Abra a Janela de Visualizacdo 2, e, na caixa de entrada, construa o ponto
L = (x(P), perimetro(poll)).
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Figura 62 — Ponto L

Fonte: Autor

A ordenada do ponto L nos da o perimetro do poligono APGDFE, que também

esta associado a abscissa do ponto P.

Passo 8: Ao habilitar rastro nos pontos K e L e animar o ponto P, obtemos o esboco
do grafico da funcao que associa o perimetro da figura a esquerda da reta g em relagdao

ao comprimento do segmento AP.
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Figura 63 — Rastros dos pontos L e K

. D L®
15
10
L)
(5] 0 ] 10
= = [
5 /!
15
4
10
2
5
= B
—
4 5] 0] oS

Fonte: Autor

Agora estamos em condi¢bes para obter uma solucao visual de cada item do pro-

blema.

3.3.2 Solucao do problema 3 utilizando o GeoGebra

a) Fazendo |AP| = 3, encontramos que o perimetro do tridngulo é igual a 12. Na
Janela de Visualizagao 2, construimos as retas x = 2 e y = 12, e observamos que K esta

na intersecao das duas.

Figura 64 — Perimetro do tridngulo APE

Fonte: Autor
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b) Fazendo |AP| = 5, encontramos que o perimetro do poligono é igual a 20. Na
Janela de Visualizacao 2, construimos as retas de x = 5 e y = 20, e observamos que L

estd na intersecao das duas.

Figura 65 — Perimetro do poligono

1 o e ]

Fonte: Autor

c¢) Estamos diante de uma fungao definida por duas sentengas. Assim, a ordenada
do ponto K nos da o perimetro do tridngulo APF' e sua abscissa menor ou igual a 3,
o valor de . Do mesmo modo, a ordenada do ponto L nos da o perimetro do poligono

APGDE e sua abscissa maior que 3 e menor que 5, o valor de x.

d) Aqui obtemos o grafico da fungao.

Figura 66 — Grafico da funcao

1/

Fonte: Autor

3.3.3 Solucao Algébrica

a) O lado AE ¢ a hipotenusa do tridngulo AEH. Observe que |[AH| = |AB| —
|HB| = |AB|— |DC|=5—-2=3¢|FEH|=|DH|—|DE|=|CB|—|DE| =6—-2= 4.
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Portanto, utilizando o Teorema de Pitdgoras, segue que |AE| = \/ |AH|? + |EH|? =
V32442 = /9+16 = /25 = 5. Portanto, como f(3) é a medida do perimetro do
tridngulo retdngulo AEH, temos que, f(3) =3+4+5=12.

b) f(5) é a medida do perfmetro do poligono ABCDE, ou seja, f(5) =5+6+2+
245 =120.

¢) Primeiro, vamos obter a expressao de f(z), para 0 < x < 3. Consideremos P e

@ os pontos de intersegdo da reta vertical com o poligono, conforme a Figura [67]

P
Segue que os triangulos APQ) e AHFE sao semelhantes. Consequentemente, % = @
A 4 5
% = | 5@, ou seja, |PQ| = % e |[AQ| = ?x Assim, para 0 < x < 3, obtemos que
4 5 12
f(x) = |AP| +]AQ| + |QA] =x+§+§’:%:4m

Figura 67 — Tridngulo APQ e AHE

E

AH =3

Fonte: Autor

Como na Figura [67 consideremos agora P e ) os pontos de interse¢do da reta
vertical com o poligono, conforme a figura a seguir. Para 3 < x < 5, f(z) = |AP| +
|PQ|+|QD|+ |DE|+ |[EA| =246+ (xr—3)+2+5=22+10.

Figura 68 — Perimetro do poligono ABCDE

Fonte: Autor
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho se resume em duas etapas; na primeira, apresentamos uma funda-
mentacgao tedrica voltada para o ensino da Matematica de forma a dar suporte para a
segunda etapa. Na segunda, resolvemos trés problemas selecionados do banco de questoes
da OBMEP. Em cada problema, fizemos duas resolugoes e a principal delas chamamos de
Resolugao Visual, pois cada passo dessa resolucao, diferentemente da resolucao algébrica,

foi justificado por uma construgao geométrica (um algoritmo de construgao).

No Capitulo 2, o breve resumo e a discussao sobre as TIC’s se fez necessario, pois a
nossa ferramenta de estudo, o software GeoGebra, enquadra-se numa dessas tecnologias.
Pensamos que introduzir o ensino utilizando resolugao de problemas seja uma importante
ferramenta metodologica, além disso, o proprio desafio de fazer a Resolugao Visual nos
induziu a situagoes problemas, a saber, nas resolugoes em si, na rigidez das construcoes,
na dificuldade em expor o algoritmo da construgao (o passo a passo). Ainda nessa etapa,
apresentamos o software GeoGebra de tal maneira que as ferramentas que foram utili-
zadas no Capitulo 3 estivessem presentes. Utilizamos apenas ferramentas basicas, tais
como SEGMENTO, INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, PONTO SOBRE OBJETO,
RETA PARALELA, etc. Cabe destacar que habilitar rastro e animar um ponto foram
fundamentais para mostrar dindmica nas construgoes. A utilizacdo de apenas ferramen-
tas basicas gerou um processo analogo as conhecidas e rigorosas construgoes por Régua e

Compasso.

O trabalho expde que é possivel o professor de Matematica mostrar ao aluno for-
mas diferentes de resolver um problema, no nosso caso, demonstrar que um problema
matematico também pode ser resolvido visualmente com softwares, além da resolucao
algebra, naturalmente ou comumente aceitavel. Observamos que com a Resolucao Visual
comecamos a fazer varias indagacoes e conjecturas, por exemplo, como mencionado no
inicio do trabalho: o que ocorre se movimentarmos tais pontos? Notemos que isso signi-
fica que o aluno e o professor sdo levados a pensar em situacgoes que, talvez, apenas as

resolugoes algébricas nao lhes proporcionariam.

O objetivo inicial ao propor uma Resolu¢ao Visual era proporcionar uma visao me-
nos habitual (tradicional) de um problema. Novos questionamentos surgiram nao somente
a propria resolugdo como questoes intrinsecas ao proprio programa. Como exemplo, po-
demos citar o Problema 2, na configuracao inicial da construcao seriam utilizados dois

tridngulos em que apareceriam os dois poligonos cuja area queriamos calcular.
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Figura 69 — Dois triangulos

A

Fonte: Autor

Apds uma “boa experiéncia” com a construgao, observamos que um novo caminho
poderia ser utilizado, percebemos que a possibilidade de um ponto esta definido em um
instante e indefinido em outro poderia ser usada como uma ferramenta. Isso nos levou
a obter apenas uma figura, simplificando a prépria construcao e a seguinte. O que nos
leva a sugerir que é necessaria a experimentacao por parte do professor, uma vez que os

resultados nao sao imediatos e novos horizontes podem ser atingidos.

Os problemas foram escolhidos de forma que cada um tivesse a sua particularidade
e que nao fossem tdo comuns aos livros didaticos do Ensino Médio, mas, que pudessem
ser resolvidos com a Matematica usual desse nivel. No Problema 1, procuramos o menor
valor de uma funcao nao quadratica, mas definida por uma tnica sentenca. No Problema
2, encontramos uma funcao definida por duas sentencas quadraticas, mas continua. Vale
notar que o dois arcos de parabolas se encaixam suavemente, ou seja, a funcao é derivavel
em todo seu dominio. Ja no tltimo problema, temos uma fung¢ao definida também por

duas sentencas, porém apresenta uma descontinuidade em um ponto do dominio.

Quando citamos a expressao “novos questionamentos surgiram”, queremos dizer
que o rigor e a rigidez das construgoes possibilitaram que as mudancas de pardmetros nao

modificassem caracteristicas de cada construgao. O Problema 1 mostra bem isso.

Figura 70 — Movimento do ponto P

P

A ¥ A Y A g

Fonte: Autor

Ao movimentar o ponto P, encontramos fungoes analogas a solucao do enunciado

original e observamos que os pontos de minimo das solug¢oes encontrados estao sobre uma
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parabola. Outros questionamentos surgiram, mas nesse trabalho nao detalharemos suas

respostas. Seguem alguns deles:
Questoes envolvendo o problema 2

Ao ampliar ou reduzir os lados do tridngulo isdsceles, como se comporta o ponto
de encontro das parabolas? Eles estao sobre uma reta? Caso estejam, a reta é vertical,

horizontal ou obliqua em relagao ao eixo x?

Figura 71 — Pardbolas

40
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10

Fonte: Autor

Existe algum tridangulo em que os arcos de parabolas azul e vermelho sdo proveni-

entes de uma mesma funcao?
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Figura 72 — Simetrias

Fonte: Autor

Questoes envolvendo o problema 3

O que ocorre quando colocamos area no lugar do perimetro? A funcao é continua?

Figura 73 — Area

Fonte: Autor

Descolando o ponto para a esquerda, mantendo o ponto fixo o que ocorre com a

fungao perimetro? Ela se torna continua? Nao apresenta salto no grafico.
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Figura 74 — Deslocando o ponto F

i

B

Fonte: Autor

Fazendo uma comparacao com alguns trabalhos vistos e citados, na maioria de suas
construgoes, foram utilizadas ferramentas sofisticadas e principalmente féormulas prontas
na Caixa de Entrada. Em nosso trabalho, focamos em costrugoes parecidas com régua e
compasso sem utilizar algoritmos prontos e uma ferramenta de uso habitual para variar
parametros, chamada Controle Deslizante. Ja a Caixa de Entrada foi utilizada para criar
um ponto com coordenadas definidas pela construcao. A movimentacao desse ponto,
habilitando o rastro do mesmo, nos da o grafico de uma fungao. Como nosso foco esta na

Resolucao Visual, algoritmos prontos nao se justificam aqui.

O inicio da pesquisa foi bastante proveitoso, pois participei do 14° Curso de Geo-
Gebra, promovido pelo site www.geogebra.com.br onde estudei as principais ferramentas
do programa e pude me familiarizar com métodos de resolugao de problemas. O trabalho
e o curso trouxeram novas reflexoes sobre a minha pratica docente. Na minha carreira
académica, nao tive acesso a esse software, uma vez que no periodo da graduacao o acesso
nao era facilitado como nos dias atuais. Por outro lado, como professor da Rede Piblica
do Distrito Federal, sempre trabalhei usando quadro e giz como principais ferramentas
para minhas aulas. Hoje, ja penso em uma nova forma de abordagem de certos conceitos.
A ideia, a partir de agora é desenvolver um projeto com alunos do Ensino Médio da Coor-
denagao Regional de Ceilandia-DF, utilizando o GeoGebra para a resolugao de problemas

matematicos da Educagao Basica.
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