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RESUMO

As Equacodes Diferenciais Ordindrias sao utilizadas frequentemente para solucionar problemas
cotidianos, explicam os dados de fendmenos realisticos. O objetivo desta monografia € destacar
a importancia da Matemadtica, essencialmente as Equacdes Diferenciais Ordindrias, apresen-
tando a sua aplicacdo no crescimento populacional de determinada populacdo escolhida. No
decorrer do trabalho, utilizamos defini¢des e teoremas em relacdo a classificacao das Equacgoes
Diferenciais, solu¢do de uma Equacao Diferencial Ordindria e o Problema de Valor Inicial, que
julgamos necessarias, através do Modelo de Malthus e do Modelo de Verhulst, para expressar
e analisar aplicacoes em problemas da atualidade. Por fim, realizaremos simula¢oes de dados,
tais como a projecdo do crescimento efetivo do rebanho (cabecas) de bovinos no Brasil e a
projecao da perspectiva do crescimento populacional da América do Sul, de modo a analisar se
os dados obtidos condizem com os reais.

Palavras-chave: Modelagem Matemadtica. Crescimento Populacional. Equacdes Diferencias
Ordinarias. Modelo de Malthus. Modelo de Verhulst.



ABSTRACT

Ordinary Differential Equations are often used to solve everyday problems, explain the data
of realistic phenomena. The objective of this monograph is to highlight the importance of
Mathematics, essentially the Ordinary Differential Equations, presenting its application in the
population growth of a chosen population. During the work, we used definitions and theorems
in relation to the classification of Differential Equations, solution of an Ordinary Differential
Equation and the Initial Value Problem, which we deem necessary, through the Malthus Model
and the Verhulst Model, to express and analyze applications in today’s problems. Finally, we
will carry out data simulations, such as the projection of the effective growth of the cattle herd
(heads) in Brazil and the projection of the population growth perspective in South America, in
order to analyze whether the data obtained are consistent with the real ones.

Keywords: Mathematical Modeling. Population growth. Ordinary Differential Equations.
Malthus model. Verhulst model.
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Capitulo 1

Introducao

No decorrer da trajetéria de vida estudantil, desde a educacdo bdsica a licenciatura,
ouvem-se varias indagacOes sobre a necessidade de aprender determinadas formulas e distin-
tos contetidos matemadticos, questionamentos diante compreensao dos estudantes em relacao
a esta ciéncia: “Onde a Matematica estd presente no cotidiano? Para que aprender férmulas
matematicas?”’. Perguntas como estas instigam a buscar a relagdo da Matematica com o dia a
dia. A Matemdtica concomitante com suas generalizagdes estd presente na rotina didria muito
além da sala de aula. Para visualizar a Matematica, nao € necessario observar um numero, ela
se faz presente, de maneira explicita e implicita, na arte, na natureza, na musica, em vdrias ou-
tras dreas. Por exemplo, Leonardo da Vinci em sua obra de 1495, “A Ultima Ceia”, usufrui da
simetria, destacando ao centro Jesus Cristo e em ambos os lados d’Ele o mesmo quantitativo de
pessoas. Outro exemplo que pode ser observado facilmente € a sequéncia de Fibonacci, apre-
sentada por um matematico italiano, essa sequéncia pode ser vista, por exemplo, na concha de
um caramujo, onde cada espaco novo formado tem a dimensdo da soma dos dois antecessores.

Dispomos de um arsenal de informacdes, que aumenta a cada segundo. A Matematica
em sincronia com suas generalizagdes apresenta-se em grande quantidade desses dados, assim, é
importante destacar a influéncia do conhecimento matematico na andlise de inumeras situacoes
que possibilitam o raciocinio no desenvolvimento e edificacdo de fatos.

Neste trabalho, objetivamos principalmente apresentar a aplicabilidade das Equacoes
Diferenciais Ordindrias (EDO) no cotidiano, expondo uma contextualizagao histérica de alguns
fatos e contribuigdes de grandes matemadticos para estudos das Equagdes Diferenciais (ED),
bem como conceitos, nogoes iniciais e aplicagcoes envolvendo as EDO’s.

As Equacgdes Diferenciais e os sistemas dindmicos sdo exemplos que a Matematica tem
contribuido para explicar fatores ocorridos no cotidiano, ja que o Calculo Diferencial compde
um topico amplo com temdticas de vastissimos projetos, e que notadamente € abordado de
diversas maneiras.

As Equacgoes Diferenciais Ordindrias sdao ferramentas matematicas para diversos estu-

12
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dos, diante de intimeros questionamentos, explorados em vdrias dreas do conhecimento, por
exemplo, na Fisica, Engenharias, Biologia e outras dreas de conhecimento. E em destaque na
Matematica Pura vem adquirindo uma aten¢ao especial na Andlise.

Observando varias concepgdes sobre as Equagdes Diferenciais Ordinarias aplicadas em
temas perceptiveis na sociedade, o trabalho concernira em uma abordagem quantitativa e bi-
bliogrdfica. Segundo ( [31] p.35) “a pesquisa quantitativa é aquela que se caracteriza pelo
emprego de instrumentos estatisticos, tanto na coleta como no tratamento dos dados, e que tem
como finalidade medir relagGes entre as varidveis”. Seguindo esse pressuposto, investigamos
dados quantificdveis, analisando criticamente cada questdao observada. Quanto aos procedi-
mentos adotados, desenvolvemos uma pesquisa bibliogrdfica, na qual o seu objetivo € o acesso
aos dados e informacdes ligadas ao tema estudado de maneira direta e pratica. Deste modo, o
pesquisador tende a analisar os contetidos com precisao.

Com esse intuito, apresentaremos 0s conceitos, caracteristicas, classificacoes e exem-
plos de Equagdes Diferenciais Ordinarias, usufruindo de alguns dados e fatos conhecidos no
cotidiano. Em seguida, expomos alguns modelos populacionais como o Modelo de Malthus e o
Modelo de Verhulst, explorando um pouco de seus respectivos contextos historicos, resolvendo
suas equagdes e exemplificando-as. Logo depois, sdo apresentadas as aplicacdes desses mode-
los matematicos em situagdes reais, como o crescimento da populacdo da América do Sul e o
crescimento de rebanhos bovinos no Brasil.

No Capitulo 2, além de apresentarmos um breve histérico relatando o desenvolvimento
das Equagoes Diferenciais, exibimos defini¢oes, conceitos e exemplos basicos para melhor en-
tendimento deste trabalho.

No Capitulo 3, estudaremos conceitos da Modelagem Matematica, essencialmente os
modelos de crescimento populacional, onde as Equag¢des Diferenciais Ordindrias sdo aplica-
das. Apresentamos ainda, exemplos para assimilacdo das nog¢des e propriedades relativas dos
Modelo de Malthus e Modelo de Verhulst, onde construiremos quadros com dados e gréficos.

No Capitulo 4, estudamos de forma detalhada algumas aplicacdes dos modelos de cres-
cimento populacional. Apresentamos analises de dados sobre o crescimento efetivo dos re-
banhos de gado brasileiro através do Modelo Malthusiano e de dados sobre a perspectivas do
crescimento da populacao da América do Sul por via do Modelo de Verhulst. Para uma me-
lhor leitura deste trabalho, sugerimos ter um conhecimento basico de Equacdes Diferenciais
Ordindrias, nogdes de Célculo e Algebra Linear.

Os griéficos e figuras aqui apresentados foram realizadas por meio dos softwares Geo-

Gebra, Microsoft Word e o Microsoft Excel.



Capitulo 2
Noc¢oes Preliminares

Neste capitulo serdo explanadas defini¢cdes e observa¢des documentadas, incluindo o
contexto historico, resultados exordiais para embasar o entendimento dos assuntos posteriores.
Na secdo inicial, discutiremos as Equagoes Diferencias (ED), abordando acerca de participagdes
e colabora¢des de matematicos famosos. Logo ap6és, na secdo ulterior perscrutaremos alguns
conteudos para auxiliar no entendimento primordial dos modelos matematicos que traremos nos
capitulos posteriores. O desenvolvimento deste capitulo se encontra baseado nas referéncias
[6, 17, 32].

2.1 Uma Breve Historia sobre as Equacoes Diferencias (ED)

Em meados do século XVII, Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) iniciaram um estudo sobre as Equacdes Diferencias (ED). Foram reconhecidos e
intitulados como descobridores do Calculo pelo fato de aprimorarem estudos e formalizarem
concepgoes primordiais de outros matematicos. Naqueles tempos, os meios de comunicagdes
eram restritos, a maioria da popula¢@o usufruia de correspondéncias, algo que demorava muito
tempo para chegar ao destino. Como moravam em lugares distintos e a uma distancia longa,
ambos desenvolviam o Calculo de modo individual.

Isaac Newton, nascido na Inglaterra, desde o inicio da sua vida estudantil dedicou-se a
desenvolver estudos em diversas as areas, destacando-se em Matematica e Fisica. Além des-
tas, outras ciéncias se destacou, como na Filosofia natural, Astronomia, Teologia e Alquimia.
Virios estudos que hoje temos acesso foram desenvolvidos por ele, como o teorema binomial,
calculo infinitesimal e a lei da gravidade, enunciando ainda as Leis do Movimento e carac-
terizando os fendmenos 6ticos. Durante muito tempo, Newton desenvolveu estudos sobre a
Alquimia associando-a com a astrologia, fisica, astronomia e teologia. Por volta de 1662, rela-
tou sobre a criagao do Calculo, por meio de cartas, com Leibniz, motivando uma série de atritos

aos dois.

14
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Figura 2.1: Isaac Newton.

Fonte: Wikipedia (2020).

Gottfried W. Leibniz, nascido na Alemanha, desde muito jovem ja demonstrava seu in-
teresse pelos niimeros, desenvolvedor de vdrios conceitos matemadticos e teorias importantes.
Deu origem a uma maquina de calcular aprimorando suas funcionalidades denotando vérias
anotagoes matematicas. Quando Leibniz publicou sua obra em relagao ao Calculo Diferencial
e Integral, foram apresentados vérios relatos sobre o possivel fato que houve apropriacdo inde-
vidamente da obra, isso por que em 1663, Leibniz teve acesso ao trabalho de Newton e de seu

professor Barrow.

Figura 2.2: Gottfried Wilhelm Leibniz.

Fonte: Wikipedia (2020).

Leibniz, autodidata matematico, publicou os resultados fundamentais do Calculo inde-
pendentemente em 1684, antes de Newton mostrar que foi o primeiro a descobrir esse fato
que hoje é fundamental para varios problemas que anteriormente mostravam ndo ter solugdes.
Observando atentamente, constata-se que esses questionamentos posteriormente direcionavam

para algumas equagdes com varidveis que sujeitam-se a outras, originando assim as primeiras
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EDO’s.

Com o passar dos anos, Leibniz descreveu a notacdo que utilizamos nos dias atuais
dr ) 3 -
£ ¢ “Descobriu o método de separacao

dx
de varidveis em 1691, a reducdo de equagdes homogéneas a equagdes separdveis em 1691 e o

utilizada para citar as minimas diferencas possiveis:

procedimento para resolver equagdes lineares de primeira ordem em 1694.” ([6] p. 53)

Com o decorrer do tempo, no século XVIII, Leonhard Euler, nascido no ano de 1707
em Basileia, destacou-se por ser um importante cientista suico, visto como um dos mais me-
moraveis estudiosos da Matematica, desenvolveu pesquisas, baseando-se nos estudos de New-
ton com a aplicabilidade das Equagdes Diferenciais. Euler apresentou gigantescos avangos no
Célculo em seus livros intitulados Institutiones calculi differentialis (Petersburgo, 1755) e Ins-
titutiones calculi integralis (Petersburgo, 1768-1770, 3 volumes)

Durante os anos de 1734 a 1769, Euler com métodos fecundos e diversos trabalhos,
apresenta estudos com um vasto campo de aplicagcdes e pesquisas matematicas. De acordo
com [6], no periodo de 1734 a 1735, Euler identificou as circunstancias para que as Equacdes
Diferenciais de primeira ordem sejam exatas e precisas, além de desenvolver a teoria dos fatores
integrantes. Dedicado aos seus projetos, em 1743, encontrou a solugdo geral para equagdes
lineares homogéneas com coeficientes constantes. Descoberta essa que contribuiu para, em
1750 a 1751, solucionar as equagdes nao homogeéneas. Nesse periodo, foi o inicio do uso das
séries de poténcias para resolver as Equagdes Diferenciais. Apds um intervalo de tempo de
dezoito anos, em 1768 at€é o ano posterior, exibiu um modelo numérico com o objetivo de

solucionar as equacdes de modo aproximado.

Figura 2.3: Leonhard Euler.

Fonte: Wikipedia (2020).

Posteriormente, muitos estudos mostraram métodos elementares para solucionar as
Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO’s), desenvolvendo a abrangéncia de aplicacdes em di-

versas outras areas de conhecimento, levando a conceitos investigativos diante a existéncia e a
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unicidade. A presenca das ED € notdria em diversificados estudos e dreas, principalmente na
Engenharia, Fisica, Medicina, Biologia, Economia, Quimica e diversos outros campos.

As equagdes diferenciais sdo divididas em dois tipos: as Equacdes Diferenciais Or-
dindrias (EDO’s) contendo apenas funcdes de uma tnica varidvel e diferenciais da mesma e
as Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s) que apresentam derivadas envolvendo mais de uma
variavel.

As equagoes diferenciais de primeira ordem foram classificadas por Newton, de trés

maneiras:

@y _ o

pt f(x)

dy

T f(y)

dy
— = f(x,y) (2.1)
dax

Seguindo com o desenvolvimento do estudo, Isaac Newton se assegurando na Mecanica,

solucionou a (2.1) usufruindo de séries infinitas, vendo que f(z,y) trata-se de um polindmio.

2.2 As Equacoes Diferenciais (ED)

Nesta secdo, apresentamos um estudo sobre Equac¢des Diferenciais, explorando defini¢des
e exemplos que sdo essenciais para a constru¢do dos conceitos, além do entendimento primor-

dial que julgamos importante para compreensao deste trabalho.

Definiciio 2.1. E dita uma Equacio Diferencial (ED) a equagio contendo derivadas ou diferen-

ciais de uma fungao desconhecida, ou seja, a incognita da equagao.

Exemplo 2.2. Consideremos as seguintes Equacdes Diferenciais:

de dy
1) 0 + 1_/ = 2x +y , x e y sdo varidveis dependentes e u € a independente.
du  du
.. ot ot . .
i) Eriaie wi 2r — 4y, t € a dependente e x e y as variaveis independentes.
T Y

2.2.1 Classificacao das Equacoes Diferenciais

De acordo com classificacdo das Equacoes Diferenciais segundo Zill, temos:

i) Classificacao por Tipo
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Definicdo 2.3. Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equacdo diferencial que contém
unicamente derivadas ordindrias de uma ou mais funcdes desconhecidas em relagdo a apenas

uma variavel.

Exemplo 2.4.

dN N
s (1-2)
T < k)

dy
Tr + 22y =0.

Ao longo do trabalho serdo explorados outros exemplos de EDO’s importantes para

encontrar solucoes dos modelos analisados.

Definicao 2.5. Equacdo diferencial parcial (EDP) trata-se de uma equacio envolvendo deriva-

das parciais de uma ou mais fungdes desconhecidas de duas ou mais variaveis independentes.

Exemplo 2.6. A seguir, apresentamos as seguintes EDP’s:

, 2, 2, 2
du (0 w  O0*u 0 u) (Equagio do calor)

AT * oy? N 022
0%u ou
922 + 78_1/ +2u=0.

ii) Classificaciao por Ordem

Nomeia-se a maior das ordens das derivadas que nela aparecem de ordem da equac@o

diferencial, com a possibilidade de ser de 1°, 2°,..., n-ésima ordem.

: : . . d* dy\*
Exemplo 2.7. Consideremos a seguinte Equacao Diferencial 1—; + (1—/) + 5y = In(x), e
axr axr
destacamos que:
d*y
* 0 termo T2 corresponde a segunda ordem;
dx

dy .
* 0 termo — corresponde a primeira ordem.
dx

Observacao 2.8. Utilizando simbolos podemos apresentar uma EDO de n-ésima ordem em

uma variavel dependente na forma geral
F (:I:, Y, y',...,y(”')) =0,
em que:

* F' = funcao de valores reais de n + 2;
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L d
. y(l) = —j ondei=1,2,....,n
da?
Exemplo 2.9. Consideremos a seguinte equacio 3"’ + 10e™y” + v/ = 2, que é uma equagio

diferencial de terceira ordem para y = u(x).

Deste modo, pode ser utilizada a forma que mais convém diante do propésito analisado.
iii) Classificacao por Linearidade

Definicao 2.10. Uma equacio diferencial pode ser linear ou ndo linear. E considerada linear
se as incognitas e suas possiveis derivadas se apresentam de maneira linear. Exemplificando,
temos uma equagdo ordinaria de enésima ordem que se trata de uma equagio que apresenta a

seguinte estrutura:

d™y d"ly

() T+ 1 (2) T 4+ () 2+ ao(a)y = o).

As equagdes diferenciais ordindrias que nio atendem essa forma apresentada sdo equacdes
nao lineares.

Uma EDO ¢ considerada linear de primeira ordem quando ela apresentar a seguinte
forma:

y' +m(z)y = n(z), (2.2)

onde consideramos m e n quaisquer funcdes dadas de z.

De acordo com [17] (p.21) a fungdo n(x) pode estd representando forca e a solugao
y(x) representando uma corrente elétrica ou outra caracteristica fisica. Na Engenharia se utiliza
bastante os conceitos de entrada (input) ao relacionar com n(x) e a y(z) como saida (output).
E utilizado até mesmo um modelo de transformagio, onde ha um processo que recebe entradas

e com valores inerentes as transformam em saidas (input — transformacao — output).

Exemplo 2.11.

o 2%y" + 221/ + 3y = 0, uma EDO de 2° ordem e linear.
Mu Ptu _Ou

* Bre = OTIQ + 28_y ,uma EDP de 4° ordem e linear.

* seny” + y = 0, uma EDO de 2° ordem, néo linear.
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2.3 Soluciao de uma Equacao Diferencial Ordinaria

Definicao 2.12. Uma solucao de uma equagao diferencial ordinaria de ordem n
F(z,y.y/,...y™) = 0.

¢ uma fung¢do que possui, no minimo, n derivadas, continuas no intervalo |a,b[, que ao ser

substituidas em uma EDO de ordem n reduz a equacdo a uma identidade

Introduzindo a ideia de solucdao de Equacgdes Diferenciais, consideramos que a equacao
diferencial ordinaria de primeira ordem (2.1), onde f € uma funcao que depende apenas de z,
isto é, f(x,y) = g(x). Logo, obtemos a equagao

dy

— =g(x),

dx
que € solucionada também utilizando a integracdo, com o método de separagcio de varidveis.
Para solucionar uma equagao diferencial de varidveis separdveis, analisamos se g(x)

trata-se de uma funcao continua e em seguida integramos ambos os membros da equacao:

/d_ydm = /g(:z:)d:r: =G(2)+ C,

dx

onde:
* G(x) é a primitiva de g(x);

e (' é uma constante.

2.3.1 Variaveis Separaveis

Definicao 2.13. Uma equagao diferencial de primeira ordem € separdvel se puder ser escrita na

forma:

dy — g(x)

dr — f(y)’

ou entdo, como Leibniz formalizou:
fly)dy = g(x)dz.

dy -
Apresentada também na forma 1—/ = g(x) f(y), podemos fatorar em fung¢des o coefici-
dx

ente articulado a cada diferencial.
da 9 . ~ . " .

Exemplo 2.14. Notemos que T = —4ry” é uma equagdo separavel e que € possivel fatorar a
dx

funcao, onde:
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o f(z) = —4x;

* g(z) =y

Para solucionar, o primeiro passo € separar as varidveis:

dy =

dy
Y2

—4aytde,

—4dxdx.

Integrando ambos os membros da igualdade, temos:

dy
Y2

Entdo a solucdo da equagdo é y =

. - . . ..
Exemplo 2.15. Consideremos a Equagao Diferencial Ordinéria Z_J = x — 2y, e notemos que
f(z,y) = x — 2y, isto é, uma subtrac@o de fungdes nao constantes de x e y. Nao é satisfeita
a definicdo, dado que ndo podemos apresentar o produto de duas fungdes, uma que dependa

apenas de x e outra funcdo que dependa somente de y. Entdo, trata-se de uma equacdo nado

separavel.

202 — C

/ —4dxdx,
/ —4dxdx,

x?
—4 (? + Cg) ,

—42?
2

- 4023

—2.’1]2 - 402 - Cl,

—22% + Cj,

-1
—222+Cy’

axr
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2.3.2 Equacao Diferencial Ordinaria Exata

Consideremos uma EDO de primeira ordem
M(z,y) + N(z,y)y =0,
ao substituirmos dy = y'dx, obtemos a equagio
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, (2.3)
chamada de equacio diferencial exata se existe uma fungio u(z, y), tal que
du(z,y) = M(z,y)dx + N(z,y)dy. (2.4)

Observacao 2.16. Se a Equagdo Diferencial Ordinaria M (z,y)dx + N (xz,y)dy = 0 for exata,

entdo de acordo a (2.3) e (2.4), existe uma funcdo u(x.y), tal que

du = %d:]; + %(ly,
onde 9
a—l: = M(z,y)
(2.5)
ou
Ay

Dagqui, (2.3) pode ser escrita da seguinte forma du = 0, consequentemente u(xz,y) = C'.

= N(z,y).

Se considerarmos )M e /N fung¢des continuas e que possuem derivadas continuas em um
retingulo R: o < x < b, v < y < ¢ do plano xy, calculando a derivada parcial de M em relagio

aye N em relagdo a x, obtemos

( OM 0%u
Oy - Oydx
4
ON 0%
[ Ox - oxdy’

De acordo com a suposi¢ao de continuidade, as segundas derivadas parciais sao iguais.

*u  0%u
dydr — dxdy’
Portanto,
oM ON
dy  Ox’

Esta condigdo, se torna uma necessaria e suficiente para que (2.3) seja uma EDO exata.
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Se a EDO (2.3)for exata, para determinar a fungdo u(z,y), temos que considerar as
equagdes du(x,y) = M(x,y)dx + N(z,y)dy e (2.5). Ao integrar a primeira expressao de (2.5)

em relacdo a xz, obtemos:

%dl’ = /ﬂf(:z;,y)d:z:,

daqui,
u(z,y) = /JW(.T, y)dx + g(y), (2.6)

onde g(y) é a constante de integrag@o.

Observacao 2.17. Para obter o valor de ¢(y), derivamos a fungdo u em relagao a y:

Ou _ 0 (/ ﬂf(:z:,y)d:z:) +4'(y).

oy

Igualando a IV, de acordo a (2.5), obtemos

a AN A e / o N (e s
oy (f M(z,y)dx) +¢'(y) = N(z,y),

: ; 0
J(y) = N(x,y)— " (f M(z,y)dz) .
Y
Exemplo 2.18. A seguir, consideremos a seguinte EDO
2xydxr + (x* —2)dy = 0, (2.7)
Notemos que
Temos
* M(z,y) = 2y,
o N(z,y) = 2? —2.

Para verificar se (2.7) € uma EDO exata, temos que verificar se

OM  ON

B_y Oz
Dado que

oM — 9y

dy '
) ON

or 2,

resulta que a EDO (2.7) é exata.
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Para encontrar a solug¢do de (2.7), consideremos a expressdo (2.6), de forma que

u(z,y) = /2:1:3/(1:17 +g(y) = C,

u(z,y) =2y + g(y) = C, (2.8)
derivando (2.8) em relag@o a y, tal que % = N(z,y), temos:
Y

Ju o(x%y) )

_— = ——— = I — 2,

Dy oy 9 () z* =2,
daqui,

2+ g'(y) = 2* -2,

logo,

gy = -2

Portanto, g(y) = —2y.

Ao substituirmos em (2.8), resulta que
2ty — 2 =C
¢ a solugdo geral da EDO (2.7).
Exemplo 2.19. Consideremos a Equacdo Diferencial Ordindria
zydx + (22° + 6y°)dy = 0. (2.9)
Observemos que
s M(z,y) = zy,
o N(z,y) = 22% + 6¢°.

Analisando a condig¢do necessdria e suficiente para que (2.9) seja uma EDO exat,notamos que

oM , ON

ay 7 ox
pois
oM
=z,
dy '
e
ON e
o = 4

Portanto a equacdo diferencial (2.9) nio é exata, no entanto podemos multiplica-la por ¢?, ob-

tendo
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zytde + (22%y* + 6y°)dy = 0. (2.10)

Notemos que (2.10) é uma equacdo diferencial ordindria exata. Esse fato ocorreu pois

multiplicamos a uma Equacdo Diferencial ndao-exata, que pode ser escrita na forma
P(z,y)dx + Q(x,y)dy =0, (2.11)
por uma fungdo F'(z,y). Daqui, obtemos a nova Equagao Diferencial Ordinaria Exata
FPdx + FQdy = 0.

A fungdo F'(z,y) é chamada de fator integrante da equacao (2.11).

2.3.3 Fator Integrante

Como vimos anteriormente, existem casos de EDO’s ndo exatas, escritas da forma (2.11)
que podem se tornar exatas, para tal fim, basta multiplicarmos essa equacao nao exata por uma

func@o F'(z,y) chamada de fator integrante, obtendo a EDO exata
FPdxr+ FQdy =0

que satisfaz a igualdade

d d
—(FP)=—(FQ).
oy [P) = 5;(FQ)
Pela regra do produto, temos
OF orP 0P oQ
—P+F—=— F—, 2.12
Ay N Jdy  Ox @+ ox (2.12)

usando outra nota¢c@o obtemos
F,P+FP, = F,Q + FQ,.

Notamos que determinar o fator integrante através da equagdo anterior ndo € simples, neste caso
para encontrar o fator integrante [, optamos por uma func¢do que dependa somente de x, isto é
F = F(z). Daqui F, = 0 e F, = I, logo

FP,=F'Q+ FQ,. (2.13)

Ao dividirmos (2.13) por F'(), obtemos

1LoF 1 [OoP O
Lo 1 (0P 09N (2.14)
For Q\0y Ox
A partir dessa expressao, escrevemos
1 dF
2 = (2.15)

Fdr
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em que

1 (OM9Q
R=5 ( % a:::)‘ (2.16)

Em consequéncia disso temos o seguinte teorema:

Teorema 2.20 (Fator integrante ['(x) ). Seja (2.11 ), se R de (2.15) é uma fungdo dependente
somente de x, entdo (2.11) admitird um fator integrante F = F(x), obtido a partir da integral de

(2.15) e aplicando a fungdo exponencial em ambos os membros da igualdade,

F(x) = exp / R(z)dx.

Temos um caso analogo , se F™* = F*(y), resultando, ao invés de (2.14), a equagdo

1 dF™ .
F* dx B, (2.17)
onde
R — 1 (BM oQ
o Q\oy ox)’

Dessa forma, apresentamos o seguinte teorema que estd associado a este caso.

Teorema 2.21 (Fator integrante ['*(x) ). Seja (2.11 ), se R* de (2.17) é uma fung¢do depen-
dente somente de y, entdao (2.11) admitird um fator integrante F* = F*(y), obtido a partir da
integral de (2.17) ,

F*(y) = e:z:p/R*(y)([y.

Observacao 2.22. Para uma melhor anélise dos Teoremas 2.20 e 2.21 consultar a referéncia
[17], p. 19.

2.34 Equacao Diferencial Ordindria Linear Homogénea

Definicéo 2.23. Considerando a EDO linear (2.2), de acordo com [17] chama-se uma equagao

homogénea quando n(x) = 0, em um intervalo ¢ < 2 < b nomeado de J.

Defini¢do 2.24. Seja f : Dom(f) € R* — R uma fungdo, ela é chamada homogénea de grau
p se, para todo m € R, a relagdao f(mx,my) = mPf(x,y) for satisfeita para todo (mx, my)

pertencente ao Dom.( f).
Definicao 2.25. Dada uma equagio diferencial da forma
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, (2.18)

¢ considerada uma Equagao diferencial homogénea de primeira ordem se ambos os coeficientes

M e N sao fungdes homogéneas do mesmo grau.
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Se admitirmos que M (z,y) e N(x,y) sdo fungdes homogéneas de grau p, obtemos
M(z,y)=M (112) = aPM <1, 2) ,
x x

N(z,y)=N (a;,a;g) = zPN (1 2) :
x

xr

Ao substituirmos em (2.18), resulta

aP M (1, 2) dx + 2PN (1? g) dy = 0.
x x

Ao dividir ambos os membros da igualdade pela potencia = elevado ao expoente correspondente

ao grau de homogeneidade da equagao (27), temos

1 Yy

N (1Y)

1
Dado que, o segundo membro da igualdade depende somente de % Entao:

dy y

Y=ty =F(2). 2.19

o = f@y) . (2.19)
Analisando o termo encontrado, nota-se que € fundamental substituir a fungao = por ou-

tra fungdo que facilite transformar a equacdo em uma equacdo diferencial de 1* ordem separavel

Em efeito disso, substltm porz resulta

Yy = av. (2.20)

Se derivarmos (2.20) em relacao a x , obtemos:

dy . dv
de (11

Fazendo a substituicdao dos resultados encontrados em (2.19), temos:

dv v
vtr— = F(—)

dx €T
dv
— = (v
v+ a T (v)
dv B dx
Flv)—v  a

Dessa forma, encontramos uma equagao de varidveis separaveis.
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Exemplo 2.26. Consideremos a EDO

, T —1 x

y — + sen — = ().
- + 3y Yy
Isolando a derivada, obtemos
, r—1y €T
y = — sen —.
=7 + 3y Y

Se chamarmos o lado direito da equac@o de f(z,y), temos que

x—1 x
.‘/ — sen —.
x + 3y Y

f(,y) =

Daqui, ao substituirmos z por ma e y por my em f(x,y), resulta em

mx —my mx
flma,my) = —— — sen —,
mx + 3my my

ou seja, m f(x,y) = f(max, my), entdo a EDO € linear homogénea.

Exemplo 2.27. Atentemos a seguinte EDO

Ao isolar a derivada, temos
2 2
! r =Yy
Yy = .
xy

Se nomearmos o segundo membro da equagao de f(z, y), obtemos

2 2

xc—y
r.y) = .
f(x,y) p”

Daqui, ao substituirmos = por ma e y por my em f(x,y), resulta em

(mzx)? — (my)?
(ma)(my)

flma,my) =

ou seja, m"f(x,y) = f(mx,my), entdo a EDO ¢ linear homogénea.

2.3.5 Equacao Diferencial Ordinaria Linear Nao-Homogénea

Definicdo 2.28. Considerando a equag@o (2.2), quando a fung@o n(z) # 0, a equagio é deno-

minada ndo-homogénea.

A seguir, vamos analisar se a EDO (2.2) possui um fator integrante dependente unica-

mente de z, isto é, F'(z). Para tal fim, utilizamos o Teorema (2.20). A partir de (2.2), temos:
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dy
T +m(z)y = n(x),
dy + m(z)yde = n(z)dz,
dy + m(z)yde — n(x)de = 0,

(m(z)y —n(x))de+dy = 0,
relacionamos essa equagao com P(z,y)dx+Q(x,y)dy = 0,onde P = m(x)y—n(x)e Q =1,

substituindo em (2.16), resulta

R= %(m(:z:) —0) = R=m(x). (2.21)

Dado que R depende apenas de x, pelo Teorema 2.20, resulta que a EDO (2.2) possui um fator
integrante /' = F'(x). Agora, substituindo (2.21) em (2.15), obtemos

1 dF ()
—— =m(x).
F dx
Para encontrar o fator integrante F'(z), separamos as variaveis:

1F
(? —— 'ITl(.T)d-Ta

logo, integramos ambos os membros da igualdade, obtendo

In|F|= /m(a:)da;,

aplicamos exponencial com a finalidade de obter o fator integrante, resultando

eln|F| — (’f m(z)dx

portanto,
F(z) = e/ m@4dz,

Ao multiplicarmos (2.2) por F' e aplicando regra do produto, obtemos

o My 4 (2)g) = €] MO (1))

el m@de () 4 om(2)y) = el M@ (n(z)),

daqui,

(ef m@dzyyr — el mi@)dey, 4y (2.22)
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Quando integramos em relacdo a x ambos os lados de (2.22) chega-se a

/(ef m(@)dey) dy = /ef m(@)dry (2)dr,
e m@)dzy = /ef m@)dzy (z)dx + C.

Para simplificarmos a equagio (2.3.5) dividimos por e/ ™(#)4* ¢ nomeando J m(z)dx de

h, resulta:

y(x) =e " (/ endx + C’) h = /m(a:)da:. (2.23)

Observamos que (2.23) é a solugido geral de (2.2) na forma de uma integral.
Exemplo 2.29. Atentemos a seguinte EDO
4y + 3y = cos(2x).
Isolando a derivada, temos
,  cos(2x) — 3y
= 7 .
Se chamarmos o segundo membro da equagdo de f(z,y), obtemos

Yy

cos(2x) — 31
f(z,y) = %

Daqui, ao substituirmos x por mx e y por my em f(x,y), resulta em

cos(2ma) — 3my
4 ?

flma, my) =

ou seja, nao é possivel encontrar um nimero p, tal que f(mxz,my) = mPf(x,y) param € R,

entdo a EDO ¢ linear ndo-homogénea.

Exemplo 2.30. Observemos a seguinte EDO

/

y =—xy
Se chamarmos o segundo membro da equagdo de f(z,y), obtemos
f(a,y) = —ay.
Ao substituirmos 2 por mx e y por my em f(z,y), resulta em
2

f(mz,my) = —m-xy,

ou seja, nao € possivel encontrar um numero p, tal que f(maz,my) = mPf(x,y) param € R,

entdo a EDO ¢ linear ndao-homogénea.
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2.4 Problema de Valor Inicial (PVI)

O objetivo desta secao € apresentar a explanacao acerca do estudo sobre Problema de
Valor Inicial (PVI) com o intuito de definirmos e apresentarmos exemplos. Serd discutido
também sobre os teoremas de existéncia e unicidade para o PVIL.

Em concordancia com [32] ( p. 13), seja a Equacao Diferencial

d"y
dx™

sujeita a condi¢des que sdo impostas a fung@o desconhecida y(z) e suas derivadas em um ponto

= f(:I:‘ y? y",‘ ) yn_l)" (2'24)

Tg, ou seja, y(zg) = Yo, ¥ (20) = Y1, ..., y" H(xg) = y™ ! sdo constantes reais prescritas e
especificamente condic¢des iniciais, em algum intervalo /, é chamado de problema de valor
inicial (PVI).

Para salientar a aplicagdo deste problema, se sucederd a exibi¢cao do Exemplo 3 de [17]
(p- 23), onde € apresentado o nivel de um certo hormonio no sangue de um paciente de acordo
com a variacdo de tempo. De acordo com a variacido de tempo, conforme [17], imaginemos “que
a taxa temporal dessa variacdo seja a diferenca entre uma entrada senoidal (com um periodo de
24 h) da glandula tireéide e uma taxa continua de remog¢ao, proporcional ao nivel presente de
horménio”. Em decorréncia disso, elaborar um modelo que atenda o nivel de horménio no
sangue e apresente a solucdo particular para cumprir com a condi¢do inicial adequada.

Como j4 foi apresentado, uma EDO quando apresentar a forma (2.2) € linear onde [17]
relaciona n(x) com o termo entrada e y(2) com o termo saida para elaborar um modelo. Temos
que, se y(t) € o nivel de hormdnio em um determinado instante ¢, entao a taxa de saida corres-
ponde a Py(t). Jaataxa de entrada é igual a A + B cos (%) , sendo A correspondente a taxa de
média de entrada, com A > B. Os termos A, B e P sdo constantes que podem ser constatadas
por meio de diligéncias laboratoriais .

O modelo elaborado é :
y'(t) = Entrada — Saida,

isto é,
f it

27t
y' = A+ Bcos (9—71) — Py(t) =y = A+ Bcos (E) — Py(t),

onde a condic@o inicial particular de ¥+ € Ypare(0) = Yo, de acordo com ¢ = 0 escolhido, por
exemplo, 10 horas.

Para encontrar a solugdo geral, observamos (2.6), onde m = P = constante,h = Pte

t
n = A+ Bcos (%) Entio:
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t
y(t) = e [e (A + B cos 71T—2> dt + Ce™ "

t
y(t) = et [f eP"Adt + [ "' B cos %dt] + Ce P!

S —Pt ‘-"_Pt pe Tt —Pt
y(t)=e A P + B [ e "cos let + Ce™ ", (2.25)

Para desenvolver a solugao desta equagao vamos observar a integral em (2.25) e resolve-

la separadamente. Vamos comecar, calculando

pe T
2" cos —dt.
/€ €08 75

Podemos resolver essa integral utilizando um método de integraciao que possibilita des-

crever a integral de produtos de funcoes diferentes, esse método é chamado de integracdo por

/ udv = uv — / vdu.

partes. A férmula tipica utilizada é

Consideremos,

o = ,Pt

N

mt
e dv = cos —dt,

12
o du = PePtdt,
s v = 12 sen s
)= —sen .
Temos:
/ePt cos %(It = ef* <l—7l_2 sen %) — % sen %ept(lt. (2.26)

Usufruimos novamente do método de integracao por partes para resolver

7t
/ sen ‘—eptdt,
12

onde

o = ,Pt

Tt
e dv = sen —dt.
ST

o du = PePtdt,
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. —12 o 7t
¢ Y= —— (COS —.
T 12
7t —12 Tt —12 t
sen —etdt = et [ —= cos m ——— COS 7T—PePtdt.
12 T 12 T 12

Substituindo em (2.26), obtemos

eft12 t  12P [—eft12 t 12P

/ePtcos—d = Senﬂ_——— ¢ cosﬂ——+— PPtcos—dz‘
T 12 T T 12 T 12

144 P2 7t 12 wt  144P 7t
Pt Pt Pt
= df e'tcos—dt = e — sen — coS
/ * w2 / 12 (74’5112*- w2 12)
7t 7t 1
Pt
= / CcOSs —df = (’ <127' sen E + 144P cos 12) (m) . (2.27)

Substituindo ( 2.27 ) em (2.25), obtemos a solugao geral :

Pt
. — Pt € t lf ]. — Pt
y(t) =e€ |:A? + B ( <127' sen E + 144 P cos E) (m))] +Ce

A B i " wt _ P
2 + = 1AP? 127 sen Iz + 144 P cos T2 +Ce " (2.28)

A solugio (2.28) é nomeada de solugdo de regime transiente, o termo C'e~** tende a 0

conforme ¢ vai aumentando.
A solugdo particular solicitada no exemplo é dada fazendo ¢t = 0 em y(¢), optando por

yo = 0, daqui
A B A B
Nty 2 UP+C=0=C=—2 2 1P (229
YO0 =5+ 5 map * P 7%+ 144D (2.29)

Inserindo o valor encontrado de C' em (2.29) encontramos a soluga@o particular, ou seja,

t t A B
127 sen ™ + 144 P cos V(£
12 12

A B n
P 72+ 144P?

-~ ) _pt
Ypart(t) = 1—3+m . 1-14P> e

Para representar o grafico desta solug@o € necessdrio atribuir valores especificos para as cons-

tantes A = B e P. Consideremos os seguintes valores:
e A=B=1,

« P=0,05.
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Figura 2.4: Solugao grafica do Exemplo 3.

Fonte: Adaptacao de ([17], p. 23).

No grafico, € notério que o periodo de transi¢ao € relativamente curto, onde a curva

assemelha-se a forma senoidal.

2.4.1 Teorema de Existéncia e Unicidade

De acordo com [17], trataremos sobre dois teoremas importantes para compreensao dos

PVI, tratam-se do Teorema da Existéncia e do Teorema da Unicidade.
Teorema 2.31 (Teorema da Existéncia). Consideremos a EDO
y' = f(z,9), y(zo) = vo, (2.30)
onde f(x,y) seja continua em todos os pontos (x,y) em um dado retingulo
R: |z —xy| <a, |y —yo| <0,
e limitado em R, isto é, existe um niimero D tal que
|f(z,y)| <D V (z,y) em R.

Consequentemente, o PVI (2.30) possui pelo menos uma solugdo y(x). A solugdo dada existe

pelo menos para todos os valores de x que pertencem ao subintervalo |x — xo| < « do intervalo

b
| — xg| < a, onde o é menor dos dois nimeros a e D
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Figura 2.5: Retangulo R.

N
Y
Yo+ bpF-------
Yofp-——"""""1""""""- -
1
1
1
1
yo—bp------- ;
1 I !
1 I !
1 I |
1 I !
1 | | N
Yy xX 7
g Tot+a €

Fonte: Adaptacao de [17], p. 31.

E notério no Teorema 2.31 a firmagdo da existéncia de solu¢io do PVI. A seguir, apre-

sentamos o teorema que garante a unicidade desta solugio.

Teorema 2.32 (Teorema da Unicidade). Suponhamos que a fung¢do [ e sua derivada parcial

fy= 0 sdo continuas em algum retdngulo e limitadas, isto é,
' Y

i) |flx,y)| <DV (x,y)em R,
i) |fy(z,y)| < MV (x,y) em R.

Entdo, o PVI (2.30) possui no mdximo uma solu¢do y(x). De acordo o Teorema 2.31, con-
cluimos que o problema tem somente uma solugdo e esta existe pelo menos para todo x do

intervalo | — x| < a.

Demonstracao: Para maiores informagdes sobre os teoremas citados podemos consultar [17]
(p-30-31). m]

Consideremos o PVI
y' = f(z,9), y(zo) = yo. (2.31)

Pelo Teorema 2.31, se f(x, y) for continua e limitada em alguma regido do plano xy que contém
o ponto (g, Yo ), entdo (2.31) tem pelo menos uma solugdo.

De acordo ao Teorema 2.32 se além de existir ao menos uma solugdo, a derivada parcial
Z—f de f(x,y) emrelac@o a y existir e for continua nessa regido, entdo a expressao (2.31) pode
te? no maximo uma solugdo; em concordancia com o Teorema 2.31, entdo a equacdo possui
unicamente uma solucao.

Se y' = f(x,y), de acordo com a figura 2.6, é dado que || < D, isto é, a inclinagdo de

uma curva de solugio qualquer y(x) em R é minimamente igual a — D e no maximo D.
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Figura 2.6: A condicao do Teorema da Exiténcia.

3"'T (@)
yo+b - R
Yo ——
Yo — b
=1 S @ =
Lo ’T',
A (b)
Y
1
Yo I b <
Yo fF—— R
Yo — b RN
b
e (F =N e (¥ —
>

T

Fonte: Adaptacdo de [17], p. 32.

Para compreender melhor, observemos a figura 2.6, onde a curva de solugdo que in-
tercepta o ponto (xg,%,) tem que situar-se na regido cinza, sendo limitadas pela linha /; de

inclinacdo — D e pela linha [, de inclina¢do D. De acordo com R, podem surgir casos divergen-
b

D
existe para todo x entre xy — a e xg + a.

tes. Na figura (a) temos — > a, entdo o = a, baseado no Teorema 2.31, temos que a solu¢do

. . b b . .
Na figura (b) temos um caso diferente, onde D < a,dai v = D < a. Diante disso, com

b b
base nos dois teoremas vistos aqui, a solu¢ao existe para todo x situado entre zy — D exo+ D

Observacao 2.33. Se os valores forem maiores ou menores que x, entdo a curva de solucio
situa-se no lado externo do retangulo R, e se caso nada se pode supor sobre f nas regides
externas a I?, nao se pode concluir sobre a solu¢ao diante desses valores maiores ou menores

que z, isto €, a solucdo pode ou nio existir, € algo que ndo sabemos.

Exemplo 2.34. Observemos o PVI
y =y*+4, y(0) =0, (2.32)

e consideremos o retangulo R : |z| < 6, |y| < 2. Notemosquea =6eb=2e
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e |f(z,y)| = [y? + 4| < D, entdao D = 8.

g} = 2|y| < M, entdo M = 4.
dy

b
e o= —,entdio v = 0,125 < a.
D : 1

Logo, as condi¢des dos Teoremas 2.31 e 2.32 sido satisfeitas. Portanto, o PVI (2.32) possui
solugdo e ela é tnica.
Vemos que ' = 3 + 4 é uma EDO separdvel:
dy

= dx.
71 da

Integrando essa expressao, temos

d«
Y dx = dzx,
y? +4

1 1
5 arctan% +C, = z2+0Cy,

1
arctan é = 20+ C.

Dado que y(0) = 0, temos a constante C' = 0.
% = tan(2z).

Notemos que 22 nao pode ser multiplo de :l:gk, com k € Z. Daqui ,

20 1
Donz(y):{:I:ER:—J+—¢Z}.
T 2
Exemplo 2.35. O PVI .
yl = y(O) = 0.
x

Nao admite solucdo. Ao integrarmos obtemos a solucdo da EDO:

1
'de = -,
/y(I /:1:‘

y(z) = Inl|z|+C,
mas essa solucdo ndo estd definida para = = (). Neste caso, ndo satisfaz a condicdo inicial dada,
y(0) = 0.
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Exemplo 2.36. Consideremos o PVI

Yy =xy, y(0) =0

Vejamos que hd ao menos duas solucdes:

”1‘4

n(z) =0 e y(r) = E

Notamos que, sendo f(x,y) = x2,/y definida em qualquer retingulo R que contém o
ponto (0,0), possui derivada

af (2.9) x

—(z,y) = ——,

oy Y T oy
que nao € limitada em R, como pede o Teorema 2.32.
Exemplo 2.37. Agora, consideremos o PVI

xy' =2y, y(a) = b, (2.33)

quando a # 0 e b € R (qualquer nimero Real). Notemos que

2
fay) =2,
€
or _2
dy

sdo continuas quando = # (. De acordo com os Teoremas 2.31e 2.32, podemos afirmar que o
PVI possui uma tnica solugao se a # 0 e b € R. E visto que nao podemos garantir a existéncia
e a unicidade da solugdo quando a = (. Em decorréncia, observa-se que a equagao € separavel

e usufruindo do fator integrante, temos
V) — .2
y(‘l) - C‘I ’

onde C' € uma constante de integracao.
Destaca-se que o PVI (2.33) admite uma tnica solugado no intervalo que possui a # 0
com excecao do 0.

Se considerarmos @ = 1 e b = 1, entdo para todo C', a fungao dada por
x2, x>0,
y(x) = )
Cx*, x<0.

¢ a solug@o do PVI. Vejamos que a solugao do PVI ndo € tinica se considerarmos y(z)Vax € R.
J4 a unicidade do PVI é dada quando consideramos x pertencente a um intervalo / C

(0,00). Daqui, a tnica solugdao do PVI é



Capitulo 3
Modelagem Matematica

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos que julgamos importantes para a compre-
ensdo deste trabalho. A finalidade é apresentar a Modelagem Matematica e alguns modelos
estudados, exibindo sua essencialidade e fatores histéricos. O desenvolvimento deste capitulo
se encontra baseado nas referéncias [ 1, 4, 32].

Desde os primordios as formulas matematicas nos intrigam, causando a curiosidade de
onde serdo aplicada, “Onde eu irei usd-las? No meu dia a dia, onde posso emprega-las?” Esses
sdo alguns de varios questionamentos que se ouve no decorrer da trajetéria estudantil, estes que
nos levam a perguntar qual a aplicacdo de alguns contetidos estudados no cotidiano. Segundo
[4](p. 16) “A Modelagem Matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade
em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solu¢des na linguagem do mundo
real”. Preferimos usufruir da Modelagem Matematica apés observarmos a sua efetividade no dia
a dia e no ambito educacional em consequéncia da interagdao constante exercida entre contetidos
e as vivéncias fora dos muros da escola. O esquema abaixo mostra o processo da Modelagem
Matemadtica como instrumento para entender e formalizar uma determinada situacao-problema

da realidade em um mundo matematico.

Figura 3.1: Esquema simplificado de Modelagem Matematica.

Formaliza¢do

e

Mundo < Mundo

Real Matematico

Interpretacao

Fonte: Adaptacao de [1], p. 44.

O desenvolvimento pessoal ocasionado pelo aprendizado matematico e seus efeitos

sdao temadticas discutidas por distintas concepgdes no cendrio da educacio, a Modelagem Ma-

39
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tematica, por exemplo, apresenta sua eficiéncia como uma opg¢ao didatica e metodolégica no
ensino de Matematica. E uma alternativa para desmistificar e potencializar o entendimento da
mesma na sua realidade. Dentre esses, [1](p. 32-33) destaca outros pontos benéficos ao traba-

lhar com a Modelagem:

¢ Pode estimular novas ideias e técnicas experimentais;

¢ Pode dar informacdes em diferentes aspectos dos inicialmente previs-
tos;

¢ Pode ser um método para se fazer interpolacdes, extrapolacdes e pre-
visoes;

* Pode sugerir prioridades de aplicagdes de recursos e pesquisas e even-
tuais tomadas de decisio;

* Pode preencher lacunas onde existe falta de dados experimentais;

¢ Pode servir como recurso para melhor entendimento da realidade ([1],
2002).

A modelagem Matemadtica promove um amplo campo de alternativas na exibigao de
distintos fendmenos provenientes de diferentes setores de pesquisa e dreas de conhecimento.
Quando aplicada em sala de aula é perceptivel o progresso do contetido estudado como con-
sequéncia de um modelo matematico, uma didética voltada para efetivacdo da qualidade de
ensino de Matematica aplicada em qualquer fase da educagdo, desde o ensino bésico até o supe-
rior. Na tentativa de compreender e apresentar aspectos acerca de um problema, a modelagem
matematica, em vdrios efeitos, caracteriza-se por associar a teoria com a pratica. A mesma
emerge da necessidade de entender um determinado ocorrido, de modo que possibilite ao ser
humano interferir ou ndo no seu desenvolvimento. Nessa abordagem da Matematica nos fatos
habituais vivenciados, a modelagem explicam de forma quantitativa e qualitativa os fendmenos,
estes frequentemente retratados por ED’s, possibilitando a Analise Matematica.

Notemos que em diversos momentos da vida social as aplicacdes matematicas sao per-
ceptiveis, por exemplo, na Economia sdo vistos os conceitos de renda, lucros, juros, investi-
mentos e consumo relacionados com o periodo de tempo, onde as Equagdes Diferenciais sdo
instrumentos importantes para modelar diversas percepcoes. Este € um exemplo, onde pode-
mos associar o contetido matematico com a realidade do estudante, instruindo-o para uma vida
independente e autonoma diante de variadas situagoes. Neste sentido, [24] ( p.10) descreve a
Modelagem Matematica “como alternativa de ensino, com desenvolvimento de atividades que
levam o aluno a construir o seu préprio conhecimento por meio de relagcdes concretas e por
procedimentos que o valorizam como pessoa”. No processo de ensino e aprendizagem se trata
de uma estratégia, levando o educando simular resolu¢des de problemas reais usufruindo de
modelos matematicos.

Ao trabalhar com a Modelagem Matematica € perceptivel a eficdcia de um processo de

conhecimento matematico através de modelos matematicos aplicados no ambiente de vivéncias
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cotidianas contribuem para o entendimento e formalizacido desta ciéncia. Primordialmente, é
interessante proporcionar uma reflexdo diante a realidade aplicada em uma formulagdo expe-
rimental, ou seja, a simulacdo da realidade. As tecnologias contribuem muito para fornecer
informagoes, além de muitas vezes, serem instrumentos de desenvolvimento de andlises de da-
dos.

As Equacdes Diferenciais compdem uma drea da Matemadtica Aplicada, integrando um
dos constituintes mais utilizados na Modelagem Matematica, principalmente quando tratamos
de modelos de crescimento populacional. Estes modelos que abordam exclusividade de cresci-
mento populacional possibilita ter uma visao significativa de efeitos do crescimento, deduzindo

a dinamica em decorréncia do tempo e planejar agdes eficazes.

3.1 Modelos Matematicos

A expansao do crescimento de importantes zonas urbanas europeias e o avango do cres-
cimento da populacdo em situacdo de pobreza da cidade foram cruciais para o surgimento de
modelos que descrevessem o crescimento populacional. Esse fato despertou o interesse de
varios pesquisadores matematicos e também de diversas outras dreas para desenvolver hipteses
populacionais.

Os Modelos Matematicos sao um conjunto de cédigos e simbolos caracterizando uma
linguagem matematica que constitui o objeto analisado, moldando a situagdo-problema, retra-
tando sua complexidade. Com a finalidade de assimilar e exibir a situacdo estudada objetivando
explicar a evolugdo, permitindo assim, prever acdes. Sdo representados acoes e fendmenos
através dos modelos por meio de equacgdes, tabelas, graficos e outros, exibindo uma linguagem
concisa.

Em muitos campos das vivéncias humanas sao utilizados os modelos matematicos, como
a Biomatematica, Psicologia, Fisica, Economia, Engenharia, entre varios outros, para registrar
e analisar informagdes importantes para estudos e entendimento de fatos.

Um modelo pode apresentar-se como abstrato, por exemplo, o sistema dos niimeros
naturais planeado pelo matematico Giuseppe Peano (1858-1932), ou se identificar como modelo
realistico.

O modelo matematico é empregado de acordo a matemdtica envolvida na
problematizacdo, adequando a natureza dos fendmenos, [1]( p.20) descreve a classificagdo dos
modelos como Linear ou ndo-linear, Estdtico, Educacional e Estocdstico ou Deterministico.
Dentre os modelos pedagégicos podemos exemplificar o de experimentacao, de experiéncia em
trabalhos realizados em programas de iniciagdo cientifica e histéricos.

Um modelo matematico expressa um agrupamento de equagodes que apresentam de uma

maneira quantitativa as eventualidades previstas, as mesmas s@o apoiadas diante o sistema real.
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Segundo [32] ( p. 21) “o0 modelo matemdtico pode ser uma equacgdo diferencial ou um sistema
de equagdes diferenciais”. Exemplificando no esquema abaixo como é dado um modelo que

utiliza equacoes diferenciais:

Figura 3.2: Etapas do processo de modelagem com equacgdes diferenciais.

i . Expresse as hipdteses - e
Suposi¢oes e hipoteses | . 3 ,p —~ | Formulagao Matematica
em termos de ED's

Se necessario, alterar

o Resolver ED’s
suposigcoes ou aumentar a

resolugdo do modelo

Verificar as previsdes Exibir  previsbes  de
dos modelos com fatos . modelo (por exemplo, - Obter as Solugoes
conhecidos "~ graficamente)

Fonte: Adaptacdo de [32], p. 23.

As equacgdes sdo solucionadas em funcido de dados ja em maos ou previstos em uma
situag@o real e sdo adquiridos novos valores como perspectivas que mostram aproximacoes
muito proximas dos valores reais.

A Modelagem Matematica evidencia um preceito que permite elaborar, organizar e re-
solver questionamentos, com isso, 0 modelo matemadtico tende a uma edificacdo simbdlica
apresentada essencialmente na linguagem matematica, expresso como meio de interpretacao
e assimilagcdes levando ao conhecimento de acdes diante a tal situacdo. Neste contexto, com a
finalidade de exemplificar e compreender os modelos analisados, exporemos defini¢des e con-

ceitos sobre alguns modelos de crescimento populacional.

3.2 Modelos de Crescimento Populacional

Os modelos populacionais exibem a dindmica e o crescimento de uma dada populacao,
visando o entendimento da variagdo de individuos. O crescimento do nimero de individuos
pode apresentar -se como positivo ou negativo, quando observado um aumento da populacao
inicial e quando ha uma retragao tendo como base o numero da populacao dada de inicio,
respectivamente.

Ao analisar os modelos de crescimento populacional, percebe que hda dois modos,
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Continuo que € o caso que as alteracdes sucedem constantemente e a todo momento, ou seja,
¢é imprescindivel o conhecimento de dados, como tempo, quantitativo de taxas em que analisem
as perdas e ganhos de individuos e outros ou Discreto quando as mudangas sdo dadas de periodo
a periodo, e quando ocorre uma modificacao € dito que houve uma transi¢do. Disponibilizamos
dos seguintes modelos que serdao detalhados no decorrer deste trabalho.

Um modelo deve ser visto como uma ferramenta para retratar ou simular um fendémeno
e sua validagao, no qual depende da escolha das variaveis trabalhadas e das estimativas formu-

ladas.

3.2.1 Modelo de Malthus

Figura 3.3: Thomas Malthus.

Fonte: Wikipedia (2021).

Considerado o pai da demografia, o economista inglés Thomas Robert Malthus (1766-
1834), fundador do enorme e primeiro avango na modelagem de crescimento de populagdes.
Publicou seu trabalho intitulado de “Um Ensaio sobre o Principio da Populacdo™ em 1798, no
qual relatou que em consequéncia da superpopulacao ocorria maleficios sociais, como patolo-
gias e pobreza extrema. O reverendo Malthus utilizou um modelo que descrevia o crescimento
populacional representado por uma progressao geométrica, mas nao conseguiu explicitar suas
ideias as tornando claras, mas ele compreendeu que se a populagao nao fosse contida, dobraria
a cada 25 anos. E fundamental contextualizar o perfodo em que as ideias de Malthus foram
expostas. Na Inglaterra, entre o século XVIII e o XIX, ocorreu um processo histérico chamado
de Industrialismo, onde naquela época a substituicao da manufatura por maquinas gerou uma
grande massa de desempregados. Devido a essa mudanca, houve uma grande movimentacao da
populacdo de um espaco para outro, entre outros fatores. Diante desse contexto, foi estruturada
a teoria populacional malthusiana. ([1], p.327) afirma que o “modelo” que Malthus apresentou

nesta obra foi fundamentado em dois postulados:
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1. * O alimento é necessdrio a subsisténcia do homem™;

2. * A paix@o entre os sexos € necessdria e deverd permanecer aproxima-
damente em seu estado permanente” ([1], 2002).

De acordo a esses postulados, Malthus fomenta a ideia que a superpopulacdo devido a
aptidao de reproducdo humana era matematicamente impreterivel, na qual os meios de sobre-
vivéncia cresciam aritmeticamente, ou seja, as populacdes demonstravam crescimento expo-
nencial. Malthus baseva-se em que a capacidade de reprodugao bioldgica humana € superior a
sua capacidade de produzir alimentos, entdo o controle da capacidade de reprodu¢ao humana é
viabilizado a partir da limitacdao da oferta de alimentos. Ainda expde que as maneiras de con-
trole sobre o crescimento populacional estao na diminui¢ao da natalidade ou na ampliacao dos
nimeros de mortes diante uma sociedade continua em suas operagoes.

Hodiernamente, € tratado como modelo Malthusiano aquele que adere que o crescimento
de uma populacgdo € proporcional a populacdao a cada momento, neste caso, desconsiderando as
inibi¢coes, males sociais, desconsiderando também que os seres humanos vivem em um espago
ecolégico fechado e ndao contemplando o fato que socialmente os individuos sdo diferentes,
entao € considerada uma vida de qualidade, sem catastrofes e doengas. Malthus, em seu mo-
delo, deduz uma expansdo do crescimento populacional desprezando os empecilhos para esse
fendmeno. Vale ressaltar, que o modelo valida a varia¢ao da populagcdo como constante. No
decorrer dos tempos, o0 modelo apresentado tornou-se ndo condizente com a realidade quando
trabalhado com longo prazo.

Conforme [1] apresentamos, a seguir, a constru¢ao do modelo Malthusiano.

Malthus propds que a taxa na qual uma populagido cresce é proporcional a populagdo
total naquele instante, ou seja, quanto mais individuos houver em um momento ¢ , mais pessoas
existirdo futuramente. Observemos que se N(¢) é a populagao, considerando valores inteiros,
como apresenta uma funcao discreta em relacao a ¢. Formalizando matematicamente, temos:

d.aNr
= N(t).
dt ®)

Tendo como hipétese que a propor¢ao de seres reprodutores continua constante perdu-

rante o crescimento da populagdo. Assumimos que os nascimentos € mortes no ambiente eram
proporcionais a populacdo atual. Diante uma populacio de grande niimeros de individuos, neste

caso, sdo consideradas condi¢des favoraveis, ideais e livre de inibitivos. Temos

N(t+1) — N(t)
N(t)

considerando N () constante, ou seja, em cada periodo de tempo a variacao da populacao é

=a—b=a, 3.1)

proporcional a propria populacdo. Onde

e ¢ = nimero de nascimentos;
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* b = nimero de mortes.
Obtemos entao modelo discreto
N(t+1)— N(t) =aN(t). (3.2)

Se N(0) = Nj, entdao

N(t+1)=(1+a)N(t)
4\’7(0) =1 ’T(),

(3.3)

ou seja,
N(t) = (a+1)'Ny,

que pode também ser escrito na forma exponencial N (t) = Nyem(e+1t,
Consequentemente, supomos dois censos Ny e N(¢) para descobrirmos a taxa de cres-

cimento demogréfico em anos (), entdao

N(t)
v+ 1) = -
(a+1) No
N(t)
o+ 1)t = ¢
(a+1) N
N(t)
y+1 = t
« J.N’T()

(3.4)

Em comparacido do Modelo discreto de Malthus (3.3) com a solu¢do do modelo continuo
correspondente, temos que limite quando At — (0 (a variacdo da populagdo vista entre dois

periodos em um espaco de At):

ler j\f t At - A\"Y t
el S lim (t+At) ®) \
dt At—0 At

dado que

N(t+ At) — N(t)
At

= [BN(t),

N(t+At)— N(t) = BN(t)At.

Considerando uma populagio inicial N(0) = Nj, apresentamos entdo o modelo malthu-

siano continuo
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IN
N _ an
dt (3.5)

N(0) = Nj.

O modelo Malthusiano continuo foi representado formalmente como uma simples EDO

linear de primeira ordem homogénea, onde :
* N = populagdo animal ou vegetal;
* 3 = constante de proporcionalidade.

Temos que 3 € a taxa de crescimento ou declinio de acordo se for positiva ou negativa.
O primeiro passo para encontrar a resolucdo analitica do modelo de Malthus € separar
as variaveis da EDO, logo teremos
N(t) = Noe™. (3.6)

Ao analisar o modelo malthusiano discreto representado com taxa « e o modelo malthu-
siano continuo representado com taxa (3, observa-se que € encontrada a mesma solu¢do se
B =In(a+1).

A Modelagem Matematica se desenvolveu grandemente em relacdo ao crescimento po-
pulacional, em decorréncia de varias alteragdes posteriores a Malthus. A sua aplicacdo é eficaz
em problemas elaborados em intervalos curtos de tempo, como exemplo, o censo realizado pelo
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Segundo [14], O IBGE faz operagdes
geograficas nacionais e a periodicidade da pesquisa abrange dez anos, em excec¢do no periodo
de 1910 e 1930, quando o levantamento foi suspenso, e em 1990 quando o processo foi adiado
para o ano seguinte. Consideremos o exemplo a seguir, onde a varidavel analisada € a populacao

residente (pessoas) no Brasil em relacido ao periodo de tempo.
Exemplo 3.1. Censos Demogrificos do Brasil de 1970 a 2010.

Tabela 3.1: Censo demografico da populacdo do Brasil, em milhdes.

Periodo || Censo demografico
1970 93,135
1980 119,011
1991 146,825
2000 169,873
2010 190,756

Fonte: IBGE, 2012.
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De acordo com os dados do censo demografico, calculemos a taxa e crescimento da
populacdo do Brasil, sabendo que esta € constante a cada ano, dentre o periodo de 1970 a 2010.
Compreendemos que a taxa de crescimento populacional dada por (3.1)

N(t+1)— N(t)
N(t)

neste caso, temos que o periodo € de 40 anos, ou seja,
o t =40,
* No = 93,135,
* N(40) = 190, 756.

Isto é,

W of/T0TE6
93,135

a = 0,01808,
o = 1, 8%.
De acordo ao Modelo discreto de Malthus temos conhecimento da taxa de crescimento cons-

tante @ = 1,8% ao ano, durante os 40 anos aqui analisados. Daqui, podemos encontrar a
populacao do Brasil nos anos de 1980, 1991, 2000 e 2010.

N(t) = (a+1)'Ny.
Para encontrar a populagao de 1980, temos ¢ = 10:

N(10) = 93.135-(1,018)",
N(10) = 111,324,

Para encontrar a populacdo de 1991, temos ¢ = 21:

N(21) = 93.135-(1,018)%,
N(21) = 135,462.

Para encontrar a populacdo de 2000, temos ¢ = 30:

N(30) = 93.135-(1,018)%,
N(30) = 159,055.
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Para encontrar a populacio de 2010, temos ¢ = 40:

N(40) = 93.135-(1,018)%,
N(40) = 190, 118.

Tabela 3.2: Modelo de Malthus e o Censo demografico da populacdo do Brasil, em milhdes.

Periodo " Censo demogrifico || Modelo Discreto de Malthus
1970 93,135 93,135
1980 119,011 111,324
1991 146,825 135,462
2000 169,873 159,055
2010 190,756 190,118

Fonte: Adaptacao de IBGE, 2012.

O quadro denuncia uma perspectiva da populagao diante o periodo analisado. E visto
que ha um distanciamento considerdvel em relacio alguns valores, jd em 2010 € observado uma
aproximacao mais precisa. Vejamos na figura abaixo, a comparacdo dos dados segundo o IBGE

e o modelo discreto de Malthus.

Figura 3.4: Projecdo do crescimento populacional do Brasil, em milhdes.

Crescimentoda populacdo brasileira:
Modelo de Malthus x Censo demografico.

200,000 120,756 190,118
180,000 169,873
159,055
160,000 146 825
~ 135,862
140,000
118,011
120,000 111324
931 93,1

100,000 3,135 3,135

80,000

60,000

40,000

20,000

1980 1991 2000

0,000

1970

2010

M Censo Demogr&ico W Mod. Mathus

Fonte: Arquivo pessoal.
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3.2.2 Modelo Logistico Continuo (Verhulst)

Figura 3.5: Pierre Francois Verhulst.

Fonte: Wikipedia (2021).

Pierre Francois Verhulst (1804-1849) mostrou aptidao desde muito cedo pela Matemitica,
foi um matematico belga e doutor na teoria dos nimeros da Universidade de Gante, destacando-
se também na Fisica. Quando ainda estudante foi compensado com dois prémios em relacdo ao
seus estudos no calculo das variagoes.

Ap6s grande influéncia dos trabalhos de Thomas Robert Malthus na Economia e Es-
tatisticas Populacionais, Verhurst em 1837 formulou o primeiro modelo que atende a variacao
da taxa de crescimento populacional, atendendo a condi¢do que a populacdo pode crescer até
um limite mdximo sustentdvel onde tende a se estabilizar. O fator que diferencia este modelo
do modelo de Malthus é que a equagdo deste modelo foi formulada considerando uma queda de
crescimento da populacio devido a fatores inibidores de proporcionalidade, veja em [1]. Desta
forma, Verhurst leva em consideracdo o crescimento da populacdo diante fatores (varidveis) do
ambito no qual estdo presentes.

Entendemos 0 modelo de Verhurst como um modelo derivado da modificagao do modelo
de Malthus, considerando a taxa do crescimento relativa 3( V) decrescente diante a populagio

N em cada instante. Temos
dN

dt

= B(N)N, (3.7)

v JN’F
comj3(N)=r (A k ), onde

* r € constante e r > (), representando a taxa de crescimento na auséncia de qualquer

inibidor,

* k € o valor limite da populacio, isto €, a capacidade suporte, também constante.



CAPITULO 3. MODELAGEM MATEMATICA 50

Daqui, tem que 3(NV) tende a 0 quando N — k. Entdo, supondo que N (0)
modelo logistico ou modelo cldssico de Verhurst

dN NY ..
dt =1 (l - T) .1\'

= N, , obtemos o

(3.8)
N(0) = Ny, com r > 0.
Onde N, € a populagdo inicial.
dN N
=r(l—-—)N.
a ( k )
Ao separar as variaveis, tem-se
dN 1 .,
(It j\\' o
l1-—|N
(%)
Integrando ambos os lados da igualdade:
dN
vamn Al dt. (3.9)
(l - %) N

Observamos que temos uma divisdo de polindmios, para resolver a integral usufruimos do
método das fragOes parciais,

1 A B
_ =4 — (3.10)
N N N
N(]l—-— 1——
( k ) K
aAl1-X + BN
1 B k .
l\'r a J.N'r ’
\ e 1N'r - =
AN i

1
Daqui, temos A =1e B = T

Substituindo os valores encontrados em (3.10)
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1
dN %
RO A S
: Tk K
® 9 — l —_ JI_I‘
u =
1
o du = _EdN )
IN N
L S— IN|=1In|1l——]|.
v (1 N k
De acordo com (3.9),
N
In|N|—-In|l—- 17’ =rt+ C.

dN,

Aplicando a propriedade logaritmica In ‘%l = In|a| — In |b|, temos que

NT
In V= rt + C
[
k.
Dai, aplicamos a func¢do exponencial,
N
61" Y| gtta
N
. t.C
= = elet,
N ‘
k.

N
JNr - (l - %) ertC’

N = C’e”—%er‘N,

Cet = N (1 + ge”) \
k-
Cet

1+ %e”

51
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Para obtermos a solucdo geral do modelo de Verhulst, divide-se o numerador e o deno-

: C
minador por Te”:

N() = — (3.11)

—e Tt 41
C

De acordo com a condig¢do inicial, obtemos

N() = Ny,

N(0) =

N(O) =

al >
_
o

e
;<

C =

Ny~
k
Encontrado o valor da constante, substitui na solucao geral (3.11):

k%e~" — Noke™™ + Nok’
;Nvok

li',zi\rg
k2e-mt — Noke ™ + Nok~
Ao dividirmos o numerador e o denominador por £, com a finalidade de encontrar a solugdo

N(t) =

para a ED, temos
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A\’r() ]{T
(k — No)e* + Ny’

De acordo a solugao dada pelo modelo de Verhulst, podemos observar que

N(t) =

(3.12)

i) Quando r = 0, temos entdo que N(t) = N para todo ¢, isto é, a populagdo mantém-se

constante.
i1) Quando r < 0, entdo tlim N(t) = 0, isto é, a populag@o € extinta.
—00

. . . Nyk
iii) Quando r < 0, entdo lim N (¢) = lim -0 — = k. Neste caso, observa-se
t—00 t—o0 (A - No)e—” + Ny

que a solucdo tende a estabilizar-se, ou seja, N (¢) = k. Vejamos que posterior a um longo

periodo de tempo, a populacdo aproxima-se do limite da capacidade suporte, fato esse,

ocorre de maneira independente do tamanho da populagdo inicial.

Observamos ainda,

1) se Ny < k, a populacdo cresce se aproximando assintoticamente do limite da capacidade

suporte com ¢t — 00;

i) se Ny > k, a populagdo tende a decrescer se aproximando também assintoticamente do

limite da capacidade suporte com ¢ — o0;
iii) se Ny = k, a populacgdo serd constante o tempo todo.

Portanto, a modelagem dindmica do modelo de Verhulst mostra que a populacdo cresce
até um limite maximo tendendo a se estabilizar.

A partir da solugao (3.12), escrita na forma

N 0 k

J/\JY t = )
( ) fe—Tt — N'Oe—rt 4 N’O ’

ao evidenciar o termo N, temos

Nyk
N(t) = 0 :
ke—mt — Ny(e—mt — 1)
- l\'r()k
N (f) = l{'p_rt ’
()
. k
N (f) = k,()—rt ’
—— —e Tt 41

Ny
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Nomeamos,

k
b = <m—l),

temos aqui o modelo que apresentara a curva logistica da populagao:

Segundo [9], para obter os valores dos paraméntros b, r e k pode se utilizar o método de
regressao linear por meio do método dos minimos quadrados. O método aqui citado € utilizado
com a finalidade de aproximar valores obtidos experimentalmente através de uma fungdo linear
ou ndo linear, para encontrar a curva que minimize a soma dos quadrados dos desvios e se
adeque de maneira mais ajustada aos dados.

Para linearizar o modelo de Verhulst, reescrevemos a solugio (3.13):

N(t) 1
ko bemt4+1’
1
I /—rt l — .
e " + N’
k.
1
( J—rt — . L
e NGt
k,
N
b 1= i
o T TN
k
N
ert B T
b N~
1——
k
Daqui, aplicamos a fun¢do logaritmica em ambos os membros da igualdade
N
Ine™ —Ilnb = In l k N

Amyr
rt —Ilnb = In (k’ — N) .
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Portanto, At + B = y, onde

e A=,
e B=—Inb,
N
e y=Ih .
y="n (k‘ - i\“’)
Temos B = — In b, aplicando a fun¢@o exponencial em ambos os lados:
(.’.B — e]nb 1‘
1
B _
© T W
be? = 1,
b = e B,

Analisaremos o exemplo a seguir, encontrado em ([1], p.77 ), tratando do crescimento
de uma arvore em um espaco de tempo. Ao utilizarmos o modelo de Verhulst, obtemos o valor
maximo que esta arvore pode atingir e podemos visualizar a dinamica do crescimento diante

determinados periodos de tempo.
Exemplo 3.2. Crescimento de uma arvore.

Tabela 3.3: Crescimento de uma arvore.

x; 3 3.5 -+ 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9
y; || 21.7 | 225|233 | 24.0 | 24.7 | 254 | 26.0 | 26.6 | 27.1 | 27.6 | 28.1 | 28.5 | 28.9

Fonte: [1], p. 77.

e x; =tempo,
* y; = altura em decimetros.
Sejam:
* Ay; = yi41 — y; — crescimento simples,

Ay; . .
e \; = —= — crescimento relativo.

Yi



CAPITULO 3. MODELAGEM MATEMATICA 56

Daqui, serd antevisto o valor da estabilidade, o “valor limite” que a arvore possa alcancgar, ou
seja, crescer. [1], para estimar o valor de estabilidade, usufrui de dois métodos: o método de
Ford-Walford que possui algumas restri¢cdes, além de, em alguns casos, ndo pode ser utilizado
para estimar o valor do ponto de estabilidade de uma varidvel e um modelo logistico destinado
ao crescimento de uma arvore, utilizaremos este ultimo.

Deste modo, levando em consideracdo um modelo logistico que apresente o crescimento

da arvore, temos

A?i
Yi

Ai = aYiq +/51

Il

. —b
onde \; = 0, quando y; 1 = y*, ou seja, y* = —.
a

A partir dai, construimos a tabela a seguir:

Tabela 3.4: Dados para o ajuste linear.

Yi Ai yi? YiNi
21,7 - 470,89 -
22,5 0,0369 506,25 0,8303
23,3 0,0355 542,89 0,8272

24 0,0300 576,00 0,7200
24,7 0,0292 610,09 0,7212
254 0,0283 645,16 0,7188

26 0,0236 676,00 0,6136
26,6 0,0231 707,56 0,6145
27,1 0,0188 734,41 0,5095
27,6 0,0184 761,76 0,5078
28,1 0,0181 789,61 0,5086
28.5 0,0142 812,25 0,4047
28,9 0,0140 835,21 0,4046

>0 =312,7 || >.=0,2901 || > =8197,19 | > =7,3808

Obtem-se,

8197,19 312,7
312,7 12

Fonte: Arquivo pessoal.

Ao resolver o sistema seguinte sao encontrados os valores dos coeficientes @ e b.

)6

A = —0,0037y + 0, 1206.

7.3808
0,2901/
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Assim, para encontrar o valor estimado da altura maxima que a drvore pode atingir, temos

—b
/(i ?
y* = 32,5946 dm.
Através do ajuste de curva, ou seja, determinar os coeficientes de uma funcdo, [1] transforma a

curva logistica na reta

z=Ar —1Inb,

observemos que
c A=\,
e B=—1Inb,

Yi
. zizln( % )
y* =y

Para isso, encontra-se:

Tabela 3.5: Dados para a curva logistica.

xT; Yi Z; .’L’i2 TiZ;
3 21,7 0,6890 9 2,0670
3.5 22.5 0.8015 12.25 2,8053
4 23.3 0,9190 16 3,6760
45 24 1,0269 20,25 46211
5 24,7 1,1406 25 5,7030
5.5 25.4 1.2614 30,25 69377
6 26 1.3718 36 8,2308
6.5 26.6 1,4900 42,25 9,6850
7 27.1 1,5958 49 11,1706
7.5 27.6 1,7095 56,25 12,8213
8 28,1 1,8329 64 14,6632
8.5 28.5 1,9402 72.25 16,4917
9 28.9 2,0570 81 18,5130
ST =78 | 32 =3344 | 3°=17,8356 | S=513,5 | 3=117.3856

Fonte: Arquivo pessoal.

A seguir, resolvemos o sistema abaixo, obtido a partir dos dados da tabela anterior,

temos:
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513,5 78\ A\ (117.3856
78 13 B) \17.8356 |’

logo,
z = 0,228z + 0,004.
Portanto,
A=0,228
e
elnb™t 00,004
p-1 = 0.004
1
b = 20,004
b ~ 0,996.

Assim, obtemos uma curva logistica que ajusta o crescimento da arvore:

32,5946
© 1+0,996e 0228

y(x)

A figura a seguir, exibe a curva logistica no crescimento da arvore, visto que esta aproxima-se

a realidade apresentada pelos dados.

Figura 3.6: Projecao do crescimento da arvore.

3,

A

altura(dm)

an

28

26

24

O Dados

20 Verhulst

1
j ' ' ' ' ' ' tempo(anos)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Fonte: Arquivo pessoal.
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Diante das observagdes e andlises feitas neste capitulo, observamos o quanto a Mode-
lagem Matematica interliga a Matematica realistica e o modelo matematico aplicado em diver-
sos campos de estudo, de maneira, a apresentar simulacdes do cotidiano agregadas a aspectos
praticos e concretos. Ao indagar esta temdtica, entende-se que o modelo € a representacao,
uma imagem que retrata uma concepcao do cotidiano. Assim, € apresentado um fendmeno ou
situacao que possibilita tomada de decisdes e agOes eficazes.

Como vimos, o modelo de Malthus foi essencial para o descobrimento de varios ou-
tros modelos mateméticos populacionais que hoje temos acesso, por exemplo, o modelo de
Verhulst que apresenta modificacdes das ideias e fatores do modelo populacional malthusiano,
explorando o fato que chegard a um determinado periodo onde haverd um esgotamento dos
recursos disponiveis que acarretara em limites ao crescimento. A partir destes, analisamos da-
dos concretos e parimetros essenciais para validar a aproximacgdao do modelo com informacgdes
da realidade, assim, exibiremos aplicacdes dos modelos mensionados em assuntos abordados

atualmente.



Capitulo 4
Aplicacoes Populacionais

Neste capitulo, serdo abordadas algumas aplicacdes das EDO’s em modelos
matematicos. Assim como em diversas outras ciéncias, as aplicacoes das EDO’s na Medi-
cina, Agronomia, Agricultura, Geografia e em outras dreas sao intimeras. Como exemplo, na
Medicina, os primeiros modelos matematicos utilizados para analisar e descrever os tumores,
mostram o desenvolvimento da massa de tumores solidos em decorréncia de um certo periodo,
por meio das EDQO’s, onde sdo desconsiderado os efeitos espaciais, como podemos encontrar
em [8]. Ja na Agricultura, temos uma aplicacio da modelagem matemaética no resfriamento do
leite, como vemos em [5], e por outro lado temos a aplicacdo que iremos analisar minuciosa-
mente, através do modelo Mathusiano, utilizando dados do crescimento efetivo dos rebanhos de
bovinos no Brasil. Nosso pais, se tornou um dos mais importantes produtores e exportadores de
carne bovina do mundo. Logo em seguida, trataremos da aplicagao do Modelo de Verhult em
uma analise do crescimento da populagao da América do sul. O desenvolvimento deste capitulo

se encontra baseado nas referéncias [7, 10, 15, 21].

4.1 Modelo Malthusiano: crescimento efetivo dos rebanhos

(cabecas) de gado no Brasil

O Brasil € visto como o pais com maior potencialidade agricola mundial, de acordo com
[7] suas médias de rentabilidade e produtividade no setor da pecudria e da agricultura sdo ex-
pressivas e otimistas. O setor agropecudrio tem mostrado a sua efetividade econdmica para o
pais, mesmo diante a pandemia, apresentou crescimento 1,9 % do Produto Interno Bruto (PIB)
no primeiro trimestre de 2020 em comparagao ao PIB do ano anterior. O agro se expandiu em
diversas regides brasileiras, sendo responsavel por grande parte do desenvolvimento econémico
ruralista e também urbano. A pecudria de corte, por exemplo, ocupa o segundo lugar no ran-
king do valor bruto da producido (VBP) agropecudria, com RS 139,7 bilhdes, no ano de 2020.

Levando em consideracao, a presenca constante e desenvolvimento atual do Agro, exibiremos

60
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a aplicabilidade do Modelo de Malthus em um estudo sobre o crescimento efetivo dos rebanhos

bovinos no Brasil.
A tabela abaixo apresenta dados dos censos realizados pelo IBGE [15] diante o efetivo

de bovinos em milhdes de cabegas, no periodo de 1975 a 2010.

Tabela 4.1: Censo demografico do crescimento efetivo dos rebanhos de bovinos no Brasil, em

milhdes.
Periodo || Censo demografico
1975 102,532
1980 118,971
1985 128,423
1995 161,228
2000 169,875
2010 209,541

Fonte: IBGE, 2010.

Sabemos que a taxa de crescimento dos rebanhos (cabecas) de bovinos do Brasil é dado

por:

Ny
o periodo aqui analisado € de 35 anos, ou seja, o £ = 35, a populacdo inicial é N, = 102,532 e

a populagdo no periodo de 35 anos é N (35) = 209, 541. Isto é,

SR 10TV
102,532
= 0,021,
o = 2, 1(%)

O modelo discreto de Malthus propde que o crescimento € constante, entao vejamos que
aqui os rebanhos (cabecas) bovinos cresceu 2,1 % ao ano durante os 35 anos analisados.

Para obtermos a populac¢do dos anos de 1980, 1985, 1990, 1995, 2000 e 2010, calcule-

mos :

N(t) = (a+ 1)!No.
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Para encontrar a populacdo de 1980, temos ¢ = 5:

N(5) = 102,532

N(5) = 113,760.

Para encontrar a populacdo de 1985, temos ¢ = 10:

N(10) = 102,532

N(10) = 126,217.

Para encontrar a populacdo de 1990, temos ¢ = 15:

N(15) = 102,532

N(15) = 140,038.

Para encontrar a populacao de 1995, temos ¢ = 20:

N(20) = 102,532

N(20) = 155,372.

Para encontrar a populagao de 2000, temos ¢ = 25:

N(25) = 102,532

N(25) = 172, 386.

Para encontrar a populagao de 2010, temos ¢ = 35:

N(35) = 102,532

N(35) = 212,207.

- (1,021),

-(1,021)°,

-(1,021)%,

- (1,021)%,

- (1,021)%,

- (1,021)%,
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Tabela 4.2: Modelo de Malthus e o censo demogrifico do crescimento efetivo do rebanho de

bovino brasileiro, em milhoes.

Periodo || Censo demogrifico || Modelo Discreto de Malthus
1975 102,532 102,532
1980 118,971 113,76
1985 128,423 126,217
1995 161,228 155,372
2000 169,875 172,386
2010 209,541 212,207

Fonte: Adaptacao de IBGE, 2010.

Se consideramos a taxa de crescimento médio constante, vejamos que em 2000 e 2010

ouve uma valorizagdao da populag¢ao em relagao ao censo demografico realizado pelo IBGE.
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De acordo com a Teoria demografica de Malthus, dadas duas populagdes, com o passar
do tempo o nimero de individuos cresce infinitamente, sem impedimentos. Ele apresenta que
a taxa de crescimento de habitantes de uma populagdo € dependente do nimero de habitantes,
ou seja, a taxa € diretamente proporcional ao valor dado de habitantes. Observemos na Figura
4.1 que este modelo prever o crescimento de maneira eficaz quando € trabalhado com curtos
periodos, como o que foi apresentado. A partir do Modelo de Malthus foi que surgiram novos
modelos para o calculo de crescimento de populagdes, como exemplo, temos o modelo de

Gompertz e o modelo logistico de Verhulst.

Figura 4.1: Projecao do crescimento efetivo dos rebanhos de bovinos no Brasil, em milhdes.

Crescimento efetivo dos rebanhos (cabecas) de bovinos no Brasil.
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Fonte: Arquivo pessoal.

Os resultados mostrados pelo modelo Malthusiano apontam que a evolugao do rebanho
bovino brasileiro esta positivamente crescendo e destacando-se na ultima década analisada, o
crescimento do rebanho bovino alcanga 212,207 milhdes, o que equivale a 39,821 milhdes de
cabecas de gado a mais que nos anos 2000. Com base nos dados reais fornecidos pelos censos
demograficos estudados e os resultados obtidos, observamos que podemos prever algumas acoes
futuras e fornecer dados para possiveis pesquisas sobre o crescimento da bovinocultura, quan-
titativo de pastejo, crescimento do rebanho destinado ao corte e varias atividades relacionadas
ao comportamento do crescimento de rebanho bovino no Brasil. Entretanto, sao fundamentais

as adequacdes que condigam com a drea de pesquisa e as particularidades de cada setor.
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4.2 Modelo de Verhulst: perspectivas do crescimento da

populacao da América do Sul

O convivio do dia a dia € perpassado por inumeras pessoas, trabalhando, dialogando,
vivendo no ambito expressivo de diversas outras agdes que marcam os espacos caracterizados
pelos seus costumes, linguas e atos. Analisar a populacdo de uma sub-regido, pais, estado,
ou neste traco de estudo, € crucial para assimilar e compreender como as pessoas se organizam
diante tal sociedade, no seu espaco de acordo seu perfil social e cultural. Com o passar do tempo,
as interpretagOes a respeito da dinamica populacional passaram por mudangas em decorréncia
do desenvolvimento da humanidade.

Investigando a fundo a Histéria, nos deparamos com numerosos registros que tratam
da dinamica e crescimento populacional, como por exemplo, uma passagem biblica ([3]): *
Sejam fecundos, multipliquem-se”, além de serem relatados varios movimentos migratorios
dos povos. E percetivel em bibliografias mais antigas o aparecimento de expressdes sobre a

migracao, fecundidade e mortalidade em relacdo ao meio que estdo situados. Segundo ([10]),

Os filésofos gregos Platdo (427 a.C - 347 a.C) e Aristételes (348 a.C - 222 a.C)
defendiam a necessidade de otimizar o tamanho da populac@o e da terra (no
sentido de territorio), para que a defesa e a seguranca pudessem ser maximi-
zados, os recursos pudessem ser adequados para o povo e o governo pudesse
utiliza-los de forma eficiente. ([10], p.15)

Compreende-se a importancia do estudo populacional para entender as necessidades
dos individuos, quais acdes a serem realizadas com a finalidade de atender positivamente as
demandas do nimero mdximo de pessoas. Diante deste fato, em conhecimento que as EDO’s
sao fundamentais para entender o crescimento populacional, vemos uma aplicacdo do Modelo
de Verhulst no crescimento da populacao da América do Sul, uma por¢ao continental constituida
pelos paises: Argentina, Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Equador, Guiana, Paraguai, Peru,
Suriname, Uruguai e Venezuela, além do territério da Guiana Francesa. Atualmente a América
do Sul possui uma extensao territorial de 17,8 milhdes de quilométros quadrados.

A Organizacdo das Nagdes Unidas (United Nations) é uma organizagdo intergover-
namental criada para promover a paz mundial, comodidade diante a sociedade e a econo-
mia do mundo. Neste contexto, foram realizada uma pespectiva da populagcao sul-americana.
Considera-se que dados demograficos e socioecondmicos possibilitam a compreensao diante a
populacdo, através de suas propor¢des qualitativas e quantitativas, viabilizando planejamentos
e estratégias cabiveis para atender as caracteristicas da sociedade.

Vejamos a tabela abaixo, sdo analisados dados adaptados para esta andlise, de acordo aos
dados apresentados por [21], com a finalidade de exibir o crescimento da populacdo utilizando

o modelo de Verhulst, onde a variavel aqui considerada € a populagao total da América do Sul.
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Tabela 4.3: Perspectiva do crescimento da populagao da América do Sul, em milhdes.

Periodo || Populagédo

1950 113,765
1960 148,686
1970 192,074
1980 240,515
1990 295,398
2000 348,412
2010 392,544

Fonte: United Nations, 2019.

De inicio, encontra-se a taxa de crescimento populacional em cada periodo.

Yiv1 — Yi
/\i:J+1 J'
Yi

Entre 1950 e 1960:
148,686 — 113,765

M= 113,765
A = 0, 3070.
Entre 1960 e 1970:
N = 192,074 — 148,686
2 148,686
Ay = 0, 2918.
Entre 1970 e 1980:
. 240,515 — 192,074
5 192,074
A3 = 0, 2522.
Entre 1980 e 1990:
N 295,398 — 240,515
v 240,515
A\ = 0, 2282.
Entre 1990 e 2000:
L _ 348,412 — 295 398

295,398

As = 0, 1795.
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Entre 2000 e 2010:
392,544 — 348,412

)‘6 =
348,412

Lembrando que

* I; = tempo em anos,

* 1; = populacdo em milhdes.
Construiremos a tabela:

Tabela 4.4: Dados para o ajuste linear.

Yi Ai Y YiNi
113,765 - 12942,4752 -
148,686 0,307 22107,5266 45,6466
192,074 0,2918 36892,4215 56,0472
240,515 0,2522 57847,4652 60,6579
295,398 0,2282 87259,9784 67,4098
348,412 0,1795 121390,9217 62,5400
392,544 0,1267 154090,7919 49,7353

> =1617,629 || > =1,3854 || > =479589,1054 | > =342,0368

Fonte: Arquivo pessoal.

Para ajustarmos esses dados, sao desconsiderados os valores da primeira linha. Neste
caso, observa-se, que nao temos dados anteriores ao periodo de 1950 para calcular a taxa de
crescimento.

Para determinar o valor dos coeficientes @ e b, resolvemos o seguinte sistema:

479589, 1054 1617, 629 " a [ 342,0368
1617, 629 6 b 1,3854 )
Dessa forma, obtemos

A = —0,0007y + 0,4261.

Para obter o valor limite estimado, calculemos
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daqui,
y* = 608, 7142857 milhdes.
Para encontrar a curva linear, temos:
z=Ar —1Inb,

observemos que

« A=),

* B=—1Inb,

Yi
. zz-:ln< Y )
Yt =i

Para 113,765 milhoes:

113,765
z1 = In ,
608, 77142857 — 113, 765

2T = - 1., 4703.
Para 148,686 milhoes:
148, 686

= Iy R
= " (608, 77142857 — 148, 686) |

2y = —1,1204.

Para 192,074 milhoes:

608, 77142857 — 192,074

( 192,074 )
z3 = In ,

zg = —0,7743.
Para 240,515 milhoes:

240,515
zg = In y
<608, 77142857 — 240, 515)

24 = —0, 4258.
Para 295,398 milhoes:

( 295, 398 )
zs = In ,

608, 77142857 — 295, 398

25 = —0,0589.
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Para 348,412 milhoes:
348,412
zg = In )
(608, 77142857 — 348, 412)
ze = 0,2915.
Para 392,544 milhoes:
392, 544
zz = In )
608, 77142857 — 392, 544

zz = 0,5966.

Tabela 4.5: Dados para a curva logistica.
Z; Yi 2 ;? Tz
0 113,765 -1,4703 0 0
10 148,686 -1,1294 100 -11,2940
20 192,074 -0,7743 400 -15,4860
30 240,515 -0,4258 900 -12,7740
40 295,398 -0,0589 1600 -2,3560
50 348,412 0,2915 2500 14,5750
60 392,544 0,5966 3600 35,7960

=210 || > =1731,394 || > =-2,9706 || > =9100 | > =8.,4610
Fonte: Arquivo pessoal.
A partir daqui, resolvemos o seguinte sistema:
9100 210 " A\ [ 8,4610
210 7 B —2,9706,

€ encontra-se:

Portanto,

z =0,0348z — 1, 4684.

A =0,0348
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Inb !

e 14684

= €

bl = eld6s4

b — lA6sd

b = 4,3423.
Para encontrar a curva logistica da populagao, temos

608, 7142857
y(x)

- l -+ 4, 34236—0,03483: y
Este modelo, expde a concep¢do que no inicio ndo ha disputa por alimento ou por

espaco, mas em determinado momento passa a existir esta competi¢ao, logo a taxa de cres-
cimento vai diminuindo e a populagio ira crescer até um determinado limite.

Para encontrarmos a populacao dos anos de 1960, 1970, 1980, 1990, 2000 e 2010,
realizamos os cdlculos substituindo em (3.12):

Yoy*
yx—yo)e " +yp

y(m)==(

Para encontrar a populacio de 1960, temos = = 10:

113,765 - 608, 7142857
(608, 7142857 — 113,765)e~ 0034810 1 113,765’

y(10) =

y(10) = 149,489.

Para encontrar a populacao de 1970, temos = = 20:

113,765 - 608, 7142857
(608, 7142857 — 113,765)e— 0038820 1113765

y(20) =

y(20) = 192,077

Para encontrar a populacao de 1980, temos = = 30:

113,765 - 608, 7142857
(608, 7142857 — 113,765)e~ 0034830 4 113,765’

y(30) =

y(30) = 240,445.
Para encontrar a populacio de 1990, temos x = 40:

113,765 - 608, 7142857

y(40) = (608, 7142857 — 113, 765)e- 0038540 1 113, 765

y(40) = 292,444,
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Para encontrar a populacio de 2000, temos = = 50:

y(50) = 113,765 - 608, 7142857
YU = (608, 7142857 — 113,765) 00® 1 113, 765°

y(50) = 345,150.

Para encontrar a populagao de 2010, temos = = 60:

113,765 - 608, 7142857
(608, 7142857 — 113,765)e~ 0034860 4 113 765

y(60) =

y(60) = 395,476.

Tabela 4.6: Modelo de Verhulst e o censo demografico da pespectiva populacional da América

do Sul, em milhdes.

Periodo || Censo demogréfico || Modelo Logistico Continuo de Verhulst
1950 113,765 113,765
1960 148,686 149,489
1970 192,074 192,077
1980 240,515 240,445
1990 295,398 292,444
2000 348,412 345,150
2010 392,544 395,476

Fonte: Adaptacdo de United Nations, 2019.

A leitura dos dados permite inferir que, de acordo com os dados apresentados por [21],
houve um crescimento positivo da populagdo de 1950 a 1990, jd nas duas tltimas décadas aqui
analisadas, o crescimento retrai. Vejamos que a populacdo no ano de 1990 cresceu 54,881
milhoes em relagao 1980, ja no ano de 2000, o crescimento da populagao foi de mais 53,014
milhdes em relacdo a década anterior, retraindo também em 2010. Se considerarmos as estima-
tivas obtidas de acordo ao modelo de Verhulst, o crescimento populacional inicia uma retracao
na ultima década, em 2010 apresenta um crescimento populacional de 50,326 milhdes. Mesmo
diante das variagcOes de valores, observemos que sdo préximos os quantitativos da populagado
em ambos. O modelo de Verhulst € um dos modelos mais preciso em seus resultados.

A partir da perspectiva da populacdo aqui observada, temos informacdes sobre o valor
limite que a populacdo sul-americana pode atingir e assimilar acoes diretamente relacionadas ao
desenvolvimento desta populagdo. E essencial o uso de metodologias que possibilitem prever

com confiabilidade o crescimento populacional, observemos o modelo de Verhulst trabalhado
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em periodos de tempo longos ou mais curtos com eficiéncia, visualizamos a sua aplicagdo e
proximidade da realidade na Figura 4.2. Diante do grafico, é visto que o Modelo de Verhulst
mostra uma curva logistica que se assemelha aos dados, vejamos que a linha passa extrema-

mente proxima aos dados que [21] apresenta.

Figura 4.2: Projecao do crescimento da populagdo da América do Sul.
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Fonte: Arquivo pessoal.

Analisar a tematica populagdo sucede um processo de ampliacdo do conjunto, no qual
sao agregados diversos elementos, viabilizando estudos de diferentes mecanismos, diante disso,
compreende-se a dinamica geral e particular social. Nesse contexto, torna-se fundamental, entre
outros fatores, que se tenha conhecimento da crescente populagao para que se atenda as neces-
sidades exigidas, como exemplos, a satde publica e a sustentabilidade. Estamos vivendo um
momento histérico, uma pandemia se alastrou no mundo, os modelos de crescimento popula-
cional, neste caso, o modelo de Verhulst pode suprir algumas informacdes necessarias, como
apresentar dados sobre a evolucdo da populagcdo para entender o crescimento e atender as de-
mandas de controle sanitdrio. Destaca-se que cada pesquisa tem um contexto e objetivo a ser

suprido, entdao cada setor necessita adequar a suas especificidades.
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As Equacoes Diferenciais Ordinarias ofertam uma ampla ala de conhecimento aplicado
em diversas dreas em que a Matematica estd envolvida. Vimos que fendmenos distintos podem
ser descritos por modelos matematicos através de uma tinica equagdo diferencial, por exemplo
os modelos analisados nesta monografia: Modelo de Malthus e Modelo de Verhulst. No de-
senvolvimento deste trabalho, apresentamos um estudo acerca das colaboracdes e pensamentos
de vultuosos matematicos, que evoluiram significativamente para o que hoje temos, diante das
EDO’s e consequentemente sua aplicabilidade no crescimento populacional. Aqui, também ex-
pomos o conceito de Modelagem Matematica, uma forma intangivel para entrevir tendéncias,
prognosticar e assimilar situacdes, de acordo com uma linguagem matemadtica acessivel para
conhecedores e leigos diante a Matemadtica. Tendo em vista o quao interessante € explorar esse
campo de conhecimento, mostramos que a Matemadtica estd presente em nosso meio social,
aplicada e precisa em seus dados.

Com a finalidade de compreender a aplicabilidade da Matemadtica no cotidiano, estuda-
mos o comportamento das Equagdes Diferenciais Ordinarias. A partir dessas equagdes mos-
tramos, usufruindo do Modelo de Malthus, a aplicagdo na agricultura, quando analisamos o
crescimento dos rebanhos (cabeca) no Brasil e por meio do Modelo de Verhulst analisamos
as pespectivas de crescimento da populacdo da América do Sul. Observa-se que mesmo em
situagoes diferentes, em relacdo a comparacdo dos modelos com os dados, vimos que o Modelo
de Malthus € utilizado em periodos mais curtos com eficdcia. As aproximacoes das solucdes
foram proximas aos valores reais, um efeito que contribui para entender a evolugao do cresci-
mento dos rebanhos bovinos no Brasil. Ja o Modelo de Verhulst quando aplicado em periodos,
sejam eles curtos ou mais longos, exibe aproximag¢des mais precisas, aqui a curva logistica apre-
senta uma pespectiva da populagdo, fornecendo informacdes essenciais como o valor limite de
individuos que, na aplicacdo analisada, a populacao da América do Sul pode atingir, levando
em consideracgao fatores inibidores de crescimento.

Ha diversos outros modelos matemadticos, como o modelo de Gompertz e modelo de
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Lotka-Volterra, os quais também estudam e buscam explicar parametros, dimensdes e relagdes
com o crescimento populacional, possibilitando também comparar dados, analisar taxas e até
assimilar contetidos.

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou, além de explorar conceitos vistos em
disciplinas do curso, compreender novas teorias e algumas aplicacdes em assuntos presentes no
cotidiano. O conhecimento diante os modelos de crescimento populacional entusiasmaram o
desejo para explorar ainda mais essa area de estudo, e possivelmente uma nova versao.

Por fim, tendo em vista os temas aqui abordados, podem ser trabalhados os modelos na
educacgdo Bdsica, em contetidos como fungdes exponenciais e logaritmicas, além de possibilitar
a interdisciplinaridade, apoiando de aparatos mididticos para plotar e exibir o crescimento de

populacoes.
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