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“O importante é ndo parar de questionar; a
curiosidade tem sua propria razdo de exis-
»

tir”.

Albert Einstein.



RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de encontrar expressdes matemadticas dos nimeros suavemente ondu-
lantes em um sistema de numeracgdo posicional d maior ou igual a 2 e implementar o curriculo da
educacdo basica com propostas de atividades relacionadas aos nimeros suavemente ondulantes,
a fim de garantir algumas competéncias e habilidades destacadas na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC, BRASIL, 2018) relacionadas a nimeros e expressoes algébricas. A pesquisa
consiste em um Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) que responde ao seguinte problema de
pesquisa: como os nimeros suavemente ondulantes estruturam-se em padrdes, expressdes ou
férmulas matematicas em sistemas de numeragao posicional além da base decimal convencional,
e de que maneira este tema pode ser abordado no ensino bdsico para despertar o entusiasmo pela
investigacdo matemdtica? Para o desenvolvimento deste trabalho foram adotadas as metodologias
de pesquisa bibliografica e exploratoria. Foi realizado um levantamento abrangente de trabalhos
académicos sobre numeros suavemente ondulantes e resultados classicos da teoria dos numeros,
os quais serviram como fundamentacio tedrica para as proposicdes matemadticas identificadas em
nossa investigacdo. Além disso, nesta pesquisa € enfatizada a importancia do ensino através da
resolu¢do de problemas abordada por Polya (1995), em seu livro “A arte de resolver problemas”,
e por outros autores. Esta base tedrica € utilizada na apresentacdo e no desenvolvimento de
propostas de atividades apresentadas no Capitulo 5, que visa auxiliar os docentes na abordagem
do tema deste trabalho nas séries do Ensino Fundamental e Médio, com a finalidade de os
estudantes desenvolverem habilidades relativas aos processos de investigac@o, na construcao de

modelos e na resolu¢@o de problemas.

Palavras-chave: Metodologia de Resolug¢do de Problema. Nimeros Suavemente Ondulantes.

Sistema Posicional Numérico.



ABSTRACT

The aim of this paper is finding mathematical expressions of the gently undulating numbers
in a larger d positional number system or equal to 2, and to implement the basic education
curriculum with proposals for activities related to smoothly undulating numbers, in order to
numbers, in order to guarantee some of the competences and skills highlighted in the National
Common Curricular Base (Base Nacional Comum Curricular - BNCC) (BRASIL, 2018) related
to numbers and algebraic expressions. This research consists of a final paper that responds to
the following research problem: how are gently undulating numbers structured into patterns,
expressions or mathematical formulas in positional numbering systems beyond the conventional
decimal base, and how can this topic be approached in primary education to awaken enthusiasm
for mathematical investigation? A thorough review of academic papers on gently undulating
numbers and classical number theory results was conducted. This review provided a theoretical
foundation for the mathematical propositions identified in our investigation. In addition, this
research underscores the significance of teaching through problem solving, as articulated by
Polya (1995) in his seminal work "The Art of Problem Solving"and by other authors. This
theoretical basis is used in the presentation and development of activity proposals in Chapter
5, which aim to help teachers approach the theme of this work in the elementary and high
school grades. The goal is for students to develop skills related to investigation processes, model

building, and problem solving.

Keywords: Problem Resolution Methodology. Gently Undulating Numbers. Numerical Positio-

nal System.
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1 INTRODUCAO

Atendendo a euforia pela investigacdo matemadtica, a relevancia da aritmética dos nimeros
e a finalidade de implementar o curriculo da educagdo basica, a presente pesquisa consiste em
um Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) que aborda um subconjunto dos ndmeros naturais
chamados de nimeros suavemente ondulantes e a aplicacdo de propostas de atividades na
educacio bdsica, referente as principais propriedades que estrutura este conjunto numérico. O
desenvolvimento deste contetido partiu de um projeto de TCC com o seguinte problema de
pesquisa: como os nimeros suavemente ondulantes estruturam-se em padroes, expressdes ou
formulas matemdticas em sistemas de numeracdo posicional além da base decimal convencional,
e de que maneira este tema pode ser abordado no ensino basico para despertar o entusiasmo pela

investiga¢do matematica?

Um ndmero uz,, chamado de nimero suavemente ondulante, representa um nimero
inteiro positivo formado pelos algarismos 1 e 0, de forma alternada; e » indica a quantidade de
algarismos. Portanto, « indica o algarismo 1 e z 0 0, com n pertencente ao conjunto dos niimeros

naturais maiores que 1. Por exemplo: 10, = 10, 103 = 101, 104 = 1010 e assim sucessivamente.

Dessa forma, para o desenvolvimento deste trabalho, foi considerada a metodologia
de pesquisa de cunho bibliografico, recorrendo a artigos cientificos, livros e outros periodicos
relacionados ao tema. Além disso, é realizada uma pesquisa exploratéria que, segundo Severino
(2007, p. 123), “busca apenas levantar informac¢des sobre um determinado objeto, delimitando

assim um campo de trabalho, mapeando as condi¢cdes de manifestacdo desse objeto”.

Com isso, no Capitulo 2 desenvolvemos a resolucdo de prolemas como metodologia de
ensino de matemadtica, discutindo a maneira que este modo de ensinar matemética € defendido na
Base Nacional Comum Curricular (BNCC, BRASIL, 2018), nos Parametros Curriculares Nacio-
nais (PCN, BRASIL, 1998) e por outros autores que destacam a importancia desta metodologia.
Ademais, sdo apresentadas as principais contribui¢cdes de Polya (1995), Pais (2006) e outros
pesquisadores a respeito da metodologia de resolu¢ao de problemas, considerando como este
processo se desenvolve, de que forma utilizar essa metodologia durante as aulas de Matematica,
entre outros. Além disso, com o objetivo de apresentar algumas propostas de atividades a respeito
dos nimeros suavemente ondulantes, a secdo 2.3 do Capitulo 2 é dedicada a apresentacdo da
BNCC (BRASIL, 2018) e as principais competéncias e habilidades que serdo desenvolvidas no
Capitulo 5. Isto porque, para o desenvolvimento do Capitulo 5, é imprescindivel a consideragdo
deste documento, para que as atividades estejam alinhadas com esta proposta normativa, nao
somente quanto a considerar os conteudos principais contidos na BNCC (BRASIL, 2018) da
area de Matematica, mas também no que se referem a competéncias e habilidades que devem ser

desenvolvidas pelos estudantes.

Mais que isso, no Capitulo 3 sdo apresentados os conteidos preliminares fundamen-

tais para o desenvolvimento de investigacdes matemadticas na busca por padrdes, expressoes
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ou férmulas matematicas dos nimeros suavemente ondulantes em um sistema de numeracao
posicional (base) além da convencional base decimal. Posto isso, no Capitulo 4, encontram-se
os principais resultados a respeito dos nimeros suavemente ondulantes, tanto de outros autores
que investigaram este conjunto numérico, quanto as novas proposicoes encontradas durante o

desenvolvimento desse trabalho.

Ademais, considerando os resultados encontrados no Capitulo 4, e com o objetivo de
abordar os nimeros suavemente ondulantes no ensino bésico, no Capitulo 5 sdo apresentadas
algumas propostas de atividades com o uso de tecnologias contemporaneas, a fim de incentivar a
investigacdo matemadtica e a elaboracao ou producao de conhecimento pelo discente na escola,
tomando por referéncias as principais proposicdes encontradas nesta pesquisa sobre os nimeros
suavemente ondulantes. Por fim, o tdltimo Capitulo € dedicado as consideracdes finais a respeito

deste trabalho e a verificacdo dos objetivos alcangados.
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2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS E BNCC

A resolucdo de problemas € uma metodologia de ensino utilizada para apresenta¢do, de-
senvolvimento e explicacio de conteudos relacionados ao componente curricular de Matematica.
Esta metodologia busca a problematiza¢ao dos assuntos de maneira que o estudante possa desen-
volver seu raciocinio matemético e aperfeicoar a argumentacao nas demonstracdes de férmulas,
teoremas, proposicoes etc. Em vista disso, neste capitulo enfatizamos a importincia da resolucio
de problemas destacando as principais ideias do método de Polya (1995) e de outros autores.
Além disso, também sio feitas consideracdes a respeito da BNCC (BRASIL, 2018) e dos PCN
(BRASIL, 1998), salientando as concepc¢des abordadas nestes documentos com relacdo a esta

metodologia de ensino para o desenvolvimento das atividades de Matematica.

2.1 A resolucio de problemas enquanto metodologia de ensino

A resolucdo de problemas em Matematica corresponde basicamente a uma metodologia
de ensino que se fundamenta em resolver problemas matemaéticos. Problemas estes que, segundo
Smole e Diniz (2001, p. 89), “ndo possuem solucdo evidente e que exigem que o resolvedor
combine seus conhecimentos e decida pela maneira de uséd-los em busca da solu¢ao”. Assim, esta
metodologia tem por objetivo instigar o discente a pensar, expor suas ideias, comunicar-se com 0s
demais estudantes sobre o problema apresentado, desenvolver seu raciocinio l6gico-matematico,
estruturar o pensamento matemaético e o raciocinio dedutivo, formular conjecturas e teoremas e,

finalmente, argumentar de forma concisa e fundamentada nas defini¢cdes matematicas.

No decorrer das décadas anteriores, a resolu¢do de problemas adquiriu consideravel rele-
vancia nos processos de ensino de matemadtica, vista ndo somente com a finalidade de apresentar
um contetido, mas, incentivar a criatividade em matemadtica por parte dos estudantes, estimular a
curiosidade, de maneira que, estes possam desenvolver o raciocinio 16gico-matematico de forma

independente. Smole e Diniz (2001, p. 87) destacam que:

Em 1980, o National Council of Teachers of Mathematics, reconhecida associag@o norte-
americana de professores de matematica, dedicou sua publicacdo anual a resolugio
de problemas, reforcando as propostas curriculares (NCTM, 1989) estabelecidas nos
Estados Unidos que indicavam ser a resolugéo de problemas o centro do ensino e das
pesquisas da década de 80.

No Brasil, os PCN (BRASIL, 1998, p. 16) indicam “a Resolu¢do de Problemas” como
ponto de partida da atividade matematica e discutem caminhos para “fazer matemadtica na sala de
aula, destacando a importancia da Histéria da matematica e das Tecnologias da Comunicagao”.

Mais que isso, este documento ainda afirma que:

A resolucao de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores matematicos,
possibilita aos estudantes mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
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gerenciar as informagdes que estdo a seu alcance. Assim, os estudantes terdo oportuni-
dade de ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos matematicos
bem como de ampliar a visao que t€ém dos problemas, da matematica, do mundo em
geral e desenvolver sua autoconfianga (BRASIL, 1998, p. 40).

O processo de ensino por meio da resolucdo de problemas refletiu em algumas propostas
na BNCC (BRASIL, 2018) tendo inclusive, como objetivo, o desenvolvimento de competéncias
e habilidades de raciocinar, argumentar, representar € comunicar, apoiados na resolucdo de

problemas. De acordo com a BNCC:

[...] o Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letramento
matemaético, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulag@o e a resolug¢@o de problemas em uma variedade de contextos,
utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas (BRASIL, 2018,
p- 266).

Para mais, o PCN (BRASIL, 1998) do componente curricular de Matemética destaca que,
na educacdo bdsica, o recurso da metodologia de resolucio de problemas como forma de ensino
deve ser o ponto de partida das aprendizagens, para que os estudantes exercitem o ato de pensar,
raciocinar, deduzir, conjecturar, provar e desenvolver habilidades e competéncias para solucionar

diversos problemas matematicos. Como destacado no PCN da area de Matematica:

A situagdo-problema € o ponto de partida da atividade matematica e ndo a defini¢do. No
processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e métodos matemdaticos devem
ser abordados mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de situagdes em que os
estudantes precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las (BRASIL,
1998, p. 40).

Portanto, essa metodologia implica na aquisicao de competéncias e habilidades por partes
dos estudantes para lidar com diversos problemas, ndo somente relacionados a matematica pura,
mas envolvendo situa¢des que aborda mais de uma disciplina. O objetivo ndo € o acimulo de
informacgdes e a memorizacao de féormulas e teoremas, mas o desenvolvimento da capacidade

cognitiva dos estudantes para lidar com questdes matematicas complexas e resolvé-las.

2.2 O processo de resolucao de problemas

A metodologia de resolugdo de problemas recebeu diversas contribui¢des cientificas e
notdvel reconhecimento por varios educadores, sendo a principal contribuicao de George Polya.
Suas obras tornaram-se objeto de estudo de varios pesquisadores e constitui-se essencial para
o ensino da Matematica. Em seu livro, "A arte de resolver problemas", Polya destaca quatro
principios gerais para resolucao de problemas que, por meio da pratica e observacdo destes,
proporciona ao estudante a facilidade em reconhecer o objetivo da questio, quais elementos

podem servir para a resolucdo, que ferramentas matemaéticas podem ser utilizadas, que dados o
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problema aborda, e quais as relacdes que estes dados possuem com a incégnita. Como destacado

pelo autor:

[...] primeiro, temos de compreender o problema, temos de perceber claramente o que é
necessdrio. Segundo, temos de ver como os diversos itens estdo inter-relacionados, como
a incognita estd ligada aos dados, para temos a ideia da resolugdo, para estabelecermos
um plano. Terceiro, executamos o plano. Quarto, fazemos um retrospecto da resolucio
completa, revendo e discutindo-a (POLYA, 1995, p. 3-4).

Neste processo de aprendizagem, o mesmo autor aborda como o professor deve posicionar-
se diante das resolucdes de problemas em sala de aula. Esta metodologia ndo atribui ao discente
independéncia total na solu¢do de um exercicio, mas considera a importancia do professor

auxiliar os aprendentes em suas dificuldades. Conforme Polya (1995, p. 1):

[...] o estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quanto lhe
for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio insuficiente, é
possivel que nao experimente qualquer progresso. Se o professor ajudar demais, nada
restard para o estudante fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem de menos,
mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcela razodvel de trabalho.

Por outro lado, o PCN (BRASIL, 1998) da drea de Matematica estabelece que os proble-
mas propostos para o processo de ensino e aprendizagem deve possuir caracteristicas desafiadoras
exigindo que a resposta do problema nao esteja disponivel de inicio, para que os estudantes
nao realizem cdlculos mecanizados utilizando os nimeros do enunciado. A ideia é que se possa
proporcionar “a realiza¢do de uma sequéncia de agdes ou operacdes para obter um resultado”,

conduzindo-o0s a construir uma resposta consistente e fundamentada em conceitos matematicos.

Resolver um problema pressupde que o estudante:

- elabore um ou vérios procedimentos de resolucdo (como realizar simulagdes, fazer
tentativas, formular hipéteses);

- compare seus resultados com os de outros estudantes;

Outro procedimento imprescindivel para o processo de resolu¢io de problemas consiste
em entender que, ao obter a solu¢do de um problema matematico, o docente deve motivar o
discente a ir além dos resultados obtidos, reformulando os problemas e, mais que isso, motivando-
os a resolver problemas mais complexos, para envolver-se com o carater desafiador da matematica.
Deve-se também ressaltar a possibilidade de reformular atividades, pois um problema matematico
nunca € esgotado, sempre ha um resultado particular a ser analisado que as vezes culmina em

uma questdo mais complexa do que o problema original. Polya (1995, p. 10) reitera que:

Um bom professor precisa compreender e transmitir a seus estudantes o conceito de
que problema algum fica completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a fazer.
Com estudo e aprofundamento, podemos melhorar qualquer resolucdo e, seja como for,
€ sempre possivel aperfeicoar a compreensdo da resolucdo.

Mais que isso, os estudos de Polya (1995) a respeito desse assunto refletiram no PCN
(BRASIL, 1998, p. 42), que enfatiza em seu texto:
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O fato de o estudante ser estimulado a questionar sua propria resposta, a questionar o
problema, a transformar um dado problema numa fonte de novos problemas, a formular
problemas a partir de determinadas informacdes, a analisar problemas abertos - que
admitem diferentes respostas em funcio de certas condicdes -, evidencia uma concepgao
de ensino e aprendizagem ndo pela mera reprodugdo de conhecimentos, mas pela via
da acdo refletida que constréi conhecimentos.

Também a BNCC (BRASIL, 2018, p. 535), apoiada nas contribuicdes cientificas de

Polya, apregoa que:

Para resolver problemas, os estudantes podem, no inicio, identificar os conceitos e
procedimentos matematicos necessdrios ou os que possam ser utilizados na chamada
formulacdo matemadtica do problema. Depois disso, eles precisam aplicar esses concei-
tos, executar procedimentos e, ao final, compatibilizar os resultados com o problema
original, comunicando a solugdo aos colegas por meio de argumentagdo consistente e
linguagem adequada.

Contudo, é importante considerar os diferentes niveis de dificuldades que uma diversidade

de prolemas apresenta, a depender do nivel de conhecimento dos aprendentes e do grau de
dificuldade do problema; a BNCC (BRASIL, 2018, p. 535-536) salienta que:

[...] aresolucdo de problemas pode exigir processos cognitivos diferentes. Ha problemas
nos quais os estudantes deverdo aplicar de imediato um conceito ou um procedimento,
tendo em vista que a tarefa solicitada estd explicita. H4 outras situa¢cdes nas quais,
embora essa tarefa esteja contida no enunciado, os estudantes deverdo fazer algumas
adaptacdes antes de aplicar o conceito que foi explicitado, exigindo, portanto, maior
grau de interpretagdo.

H4, ainda, problemas cujas tarefas ndo estdo explicitas e para as quais os estudantes

deverao mobilizar seus conhecimentos e habilidades a fim de identificar conceitos € conceber

um processo de resolucdo. Em alguns desses problemas, os estudantes precisam identificar ou

construir um modelo para que possam gerar respostas adequadas. Esse processo envolve analisar

os fundamentos e propriedades de modelos existentes, avaliando seu alcance e validade para o

problema em foco.

Pais (2006), que também estudou a metodologia da resolucdo de problemas, ressalta

a sua importancia no processo de ensino e aprendizagem. Em sua obra “Ensinar e Aprender

Matematica”, além de abordar as caracteristicas subjetivas e objetivas durante a resolugdo de

problemas, defende que:

Para explorar os aspectos pedagdgicos dos problemas, na dire¢ao sinalizada pelas
ciéncias, é preciso lancar mao de conceitos, modelos, defini¢des algoritimos e teoremas.
Quanto mais qualitativa forem as articulagcdes entre esses componentes, maiores serao
as chances de obter solugdes criativas e consequentemente, expandir o significado do
saber (PAIS, 2006, p. 131).

Por outro lado, é necessério que o professor atente-se para a importancia da compreensao

do enunciado durante as resolucdes de problemas, porquanto, segundo Pais (2006, p. 132): “a
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experiéncia mostra-nos que o problema didatico do uso de problemas como estratégia metodold-
gica comeca com a leitura de seu enunciado, ou seja, com a dificuldade que o aluno pode ter
de interpretar o sentido intencionado na redacao”. Deste modo, ao abordar esta metodologia de
ensino, acreditamos que o desenvolvimento da leitura e escrita é dever de todas as disciplinas;
no caso da Matemdtica, o mesmo autor enfatiza o compromisso do professor trabalhar com a

interpretagdo dos enunciados, levando o aluno a expor seu entendimento.

Portanto, a resolug@o de problemas constitui um processo que envolve varios aspectos
pedagdgicos, tanto no desenvolvimento das propostas de atividades quanto na a¢do do docente
diante das dificuldades dos estudantes. Cabe ao professor ter o compromisso de observar as
diferentes estratégias e sugestdes defendidas pelos autores citados nesta secdo, como também as
diretrizes nacionais para o ensino de Matemdtica pois, de acordo com Pais (2006, p. 135): “a
valorizacdo, da resolucdo de problemas € uma estratégia de ensino através da qual é possivel

explorar a potencialidade da matematica no que diz respeito aos valores formativos”.

2.3 BNCC

A BNCC (BRASIL, 2018) estabelece o conjunto de aprendizagens essenciais a serem
abordadas pelas escolas brasileiras comprometidas com o ensino bdsico, sendo que este do-
cumento é “Referéncia Nacional para a formulagdo dos curriculos dos sistemas e das redes
escolares dos Estados, do Distrito Federal e dos Municipios e das propostas pedagdgicas das

institui¢des escolares” (BRASIL, 2018, p. 8).

Diante disso, para o desenvolvimento das propostas de atividades descritas no Capi-
tulo 5 € imprescindivel levar em conta a BNCC, para que as atividades estejam alinhadas com
suas orientacdes, ndo somente quanto a considerar os conteddos principais contidos na drea
de Matemdtica mas, também no que refere-se a competéncias e habilidades que devem ser

desenvolvidas pelos estudantes.

Por conta disso, faz-se necessdrio apresentar neste capitulo os principais conteudos,
competéncias e habilidades incluidos na BNCC, que serdo considerados nas propostas de
atividades deste trabalho. Consideramos conteddos tanto do Ensino Fundamental quanto do

Ensino Médio, referentes as unidades tematicas de dlgebra e niimeros.

2.4 BNCC Matematica - Anos finais do Ensino Fundamental

No que refere-se ao Ensino Fundamental - anos finais da drea de Matematica, ¢ 0 momento
em que o estudante aprofunda as ideias de equivaléncia, ordem, proporcionalidade, variacao
e interdependéncia, além de compreender melhor a linguagem simbodlica de Matematica, com

auxilio dos diferentes recursos diddticos e materiais, como malhas quadriculadas, dbacos, jogos,
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calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dinamica. A BNCC (BRASIL, 2018,

p. 266) exige que:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letramento
matemaético, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de
conjecturas, a formulag@o e a resolug¢@o de problemas em uma variedade de contextos,
utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matemaéticas. E também o
letramento matemadtico que assegura aos alunos reconhecer que os conhecimentos
matemadticos sdo fundamentais para a compreensao e a atua¢cao no mundo e perceber o
carater de jogo intelectual da matematica, como aspecto que favorece o desenvolvimento
do raciocinio 16gico e critico, estimula a investigagc@o e pode ser prazeroso (frui¢do).

Dessa forma, com o objetivo de assegurar o desenvolvimento de competéncias e ha-

bilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente, a seguir sao

apresentadas trés competéncias especificas da BNCC (BRASIL, 2018) que estdo diretamente

relacionadas a resoluc¢ao de problemas, um dos temas principais desse trabalho. Além disso,

estas competéncias sdo imprescindiveis para as propostas de atividades contidas no Capitulo 5.

Quadro 1 — Competéncias especificas 2, 3 e 5 do Ensino Fundamental

COMPETENCIA 2

Desenvolver o raciocinio 16gico, o espirito de
investigacdo e a capacidade de produzir argu-
mentos convincentes, recorrendo aos conheci-
mentos matemdticos para compreender e atuar
no mundo.

COMPETENCIA 3

Compreender as relagdes entre conceitos e proce-
dimentos dos diferentes campos da matemética
(Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras areas do conheci-
mento, sentindo seguranga quanto a prépria ca-
pacidade de construir e aplicar conhecimentos
matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranca na busca de solucdes.

COMPETENCIA 5

Utilizar processos e ferramentas matematicas,
inclusive tecnologias digitais disponiveis, para
modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras areas de conhecimento, validando
estratégias e resultados.

Fonte: BRASIL (2018, p. 267).

Por outro lado, tratando das unidades tematicas dlgebra e niimeros, sao temas essenciais

da teoria dos nimeros, que abordam as quatro operacdes fundamentais, os conjuntos numéricos,

0s nimeros primos, as principais sequéncias numéricas (incluindo Progressao Aritmética - PA e
Progressao Geométrica - PG) e entre outros conteidos. A BNCC (BRASIL, 2018, p. 269) destaca

que no Ensino Fundamental - anos finais "[...] a expectativa € a de que os alunos resolvam pro-

blemas com numeros naturais, inteiros e racionais, envolvendo as operagdes fundamentais, com
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seus diferentes significados, e utilizando estratégias diversas, com compreensdao dos processos

neles envolvidos”. J4 em relacdo ao ensino de algebra:

No Ensino Fundamental — Anos Finais, os estudos de Algebra retomam, aprofundam e
ampliam o que foi trabalhado no Ensino Fundamental — Anos Iniciais. Nessa fase, os
alunos devem compreender os diferentes significados das varidveis numéricas em uma
expressao, estabelecer uma generalizacio de uma propriedade, investigar a regularidade
de uma sequéncia numérica, indicar um valor desconhecido em uma sentenga algébrica
e estabelecer a variagdo entre duas grandezas (BRASIL, 2018, p. 270).

Diante disso, fundamentados nas unidades tematicas descritas anteriormente, os Quadros
2 e 3 descrevem as principais habilidades a serem abordadas nas propostas de atividades contidas

no Capitulo 5.

Quadro 2 — Habilidades referentes a unidade tematica niimeros

(EFO6MAO1) Comparar, ordenar, ler e escrever numeros naturais [...] cuja representagao
decimal é finita, [...].

(EFO6MAO02) Reconhecer o sistema de numeragdo decimal,[...], e destacar semelhangas e
diferencas com outros sistemas, de modo a sistematizar suas principais caracteristicas (base,
valor posicional e funcdo do zero), utilizando, inclusive, a composicao e decomposicao de
nimeros naturais [... ] em sua representacdo decimal.

(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos, exatos
ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com compreensao
dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora.

(EFO6MA04) Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por fluxograma que
indique a resolucdo de um problema simples (por exemplo, se um niimero natural qualquer é

par).

(EFO6MAO0S) Classificar nimeros naturais em primos € compostos, estabelecer relacdes entre

99 e Z 99 e Z

ndmeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por
meio de investigacdes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000.

(EFO7TMAOT) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as no¢des de
divisor e de multiplo, podendo incluir méximo divisor comum ou minimo multiplo comum]...].

(EFO7MAO03) Comparar e ordenar nimeros inteiros em diferentes contextos, [...] e utiliza-los
em situacdes que envolvam adicdo e subtracao.

(EFO7MAO04) Resolver e elaborar problemas que envolvam operacdes com nimeros inteiros.

(EFO8MAOT1) Efetuar célculos com poténcias de expoentes inteiros [... ].

Fonte: Brasil (2018).
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Quadro 3 — Habilidades referentes a unidade temaética algebra

(EFO6MA14) Reconhecer que a relacio de igualdade matemadtica ndo se altera ao adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros por um mesmo nimero e utilizar essa
nocdo para determinar valores desconhecidos na resolucao de problemas.

(EFO7TMA13) Compreender a ideia de varidvel, representada por letra ou simbolo, para expressar
relacdo entre duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incdgnita.

(EFO7MA14) Classificar sequéncias em recursivas € ndo recursivas, [...].

(EFO7MA15) Utilizar a simbologia algébrica para expressar regularidades encontradas em
sequéncias numéricas.

(EFO7MA16) Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para descrever a regularidade
de uma mesma sequéncia numérica sdo ou ndo equivalentes.

(EFO8MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam célculo do valor numérico de
expressoes algébricas, utilizando as propriedades das operacoes.

(EFO8MAT11) Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica recursiva € construir um
algoritmo por meio de um fluxograma que permita indicar os nimeros seguintes.

(EFOOMAO09) Compreender os processos de fatoracdo de expressdes algébricas, com base em
suas relacdes com os produtos notaveis, [...].

(EFO7MAO06) Reconhecer que as resolucdes de um grupo de problemas que t€ém a mesma
estrutura podem ser obtidas utilizando os mesmos procedimentos.

Fonte: Brasil (2018).

2.5 BNCC Matematica - Ensino Médio

No Ensino Médio, momento que os discentes consolida, amplia e aprofunda as apren-
dizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental, a BNCC organiza os conteudos
matematicos mediante as competéncias especificas e habilidades, sendo que as habilidades esta

diretamente relacionadas as competéncias. Dessa forma, o documento apregoa que:

[...] os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao,
de construc¢do de modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar
seu modo préprio de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em
discussdes e validacdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e
procedimentos cada vez mais sofisticados (BRASIL, 2018, p. 529).

Sendo assim, dentre as 5 competéncias destacada pela BNCC (BRASIL, 2018), na tabela
seguinte estio elencadas apenas 3, que estdo associadas com as propostas de atividades descritas

no Capitulo 5, fundamentais para o desenvolvimento do pensamento cognitivo do estudante.



Quadro 4 — Competéncias especificas 3, 4 e 5 do Ensino Médio

COMPETENCIA 3

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e pro-
cedimentos matematicos para interpretar, cons-
truir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resul-
tados e a adequacao das solucdes propostas, de
modo a construir argumentagdo consistente.

COMPETENCIA 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e pre-
cisdo, diferentes registros de representacao mate-
maticos (algébrico, geométrico, estatistico, com-
putacional etc.), na busca de solu¢do e comuni-
cac¢do de resultados de problemas.

COMPETENCIA 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matemaéticas,
empregando estratégias e recursos, como obser-
vacao de padrdes, experimentagdes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo,
de uma demonstracdo cada vez mais formal na
validacdo das referidas conjecturas.

Fonte: BRASIL (2018, p. 531).

23
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3 CONTEUDO PRELIMINAR

Quanto a fundamentagdo tedrica, no sentido do desenvolvimento do trabalho possuir
valor cientifico, consideramos como pertinente ao assunto varios resultados classicos da teoria
dos nimeros contidos nos trabalhos de: Carvalho e Costa (2015, 2022); Domingues (2009);
Hefez (2016); Landau (2002); Morgado e Carvalho (2014); e Snyder (1982).

Dessa forma, para que o leitor esteja familiarizado com os nimeros inteiros, podemos

definir que este conjunto corresponde a
Z=A...,—(n+1),—n,...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,....n,n+1,...}

que possui como subconjunto os ndmeros naturais N = {0,1,2,3,...,n,n+1,...}. Além disso, é
necessdrio destacar que todo nimero da forma 2k para todo k € N corresponde a um nimero
natural par pertencente ao subconjunto {2k} = {0,2,4,...}. Por outro lado, para todo k € N,

2k + 1 representa um niimero natural {mpar pertencente ao subconjunto {2k+ 1} = {1,3,5,...}.

Teorema 3.0.1. Conforme Domingues (2009), seja d um niimero natural maior que 1 e seja
M ={0,1,2,....,d — 1}, entdo, todo niimero n pode ser representado univocamente da seguinte

maneira:
n=ayg+a -d+ay-d*+---+a,-d" .

Sendor>0, a;eM (i=1,2,....,r) ea, #0.

Exemplo 3.0.1: Observe que o nimero 1995 na base 10 pode ser representado da seguinte
maneira 1995 =1-10°+9-102+9-10+5-10°. Além disso, o nimero 1235 na base 6 é escrito
na forma (1235)¢ = 6% +2-6>+3-6! +5-6°.

Definicdo 3.0.1: Segundo Domingues (2009), um nimero natural a divide um nimero natural b
se b=a-c, para algum ¢ € N. Além disso, concluimos que a € divisor de b e que b € multiplo

de a, ou que b é divisivel por a. O caso em que a divide b, pode ser indicado pela notagdo a | b.

Exemplo 3.0.2: Observe que, para 1010 = 10- 101 podemos concluir que os nimeros 10 e 101
divide o nimero 1010, ou ainda que 1010 é multiplo de 10 e 101. Mais que isso, 10 | 1010 =
10-101 e 101 | 1010 =101 - 10.

Proposicao 3.0.1: Segundo Domingues (2009), sejam a, b € N. Um ndmero d € N se diz
maximo divisor comum de a e b se:
iYd|aed]|b;

ii) Se ¢ € um niimero natural tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | d.
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Exemplo 3.0.3: Sejam a = 6 e b = 10. Indicamos por D, o conjunto dos divisores de x € N,

entao
D6 = {1,2,3,6} eDl() = {1,2,5},

do que segue
D¢N Do ={1,2}.

Observemos que:
)2]6e2]10;
ii)Sec|6ec|10,entdo c =1 ou c =2 e, portanto, ¢ | 2. Donde 2 é o maximo divisor comum

de 6 e 10, o qual indicamos por (6,10) = 2.

Definicao 3.0.2: Segundo Domingues (2009), sejam a, b € m nlimeros inteiros, m > 0. Definimos

que a é congruente a b, médulo m, se m | (a — b). Notagdo: a = b (mod m).

Exemplo 3.0.4: Podemos dizer que 101 = 10 mod 13 pois 13 | (101 —10) = 7 13. Tam-
bém 1010 = 101 mod 9, porque 9 | (1010 — 101), 1010101 = 1010 mod 101 e 10101010 =
10101 mod 89.

Proposicao 3.0.2: De acordo com Hefez (2016), uma PG € uma sequéncia de ndmeros reais
(an) tal que a; € dado e, para todo n € N, temos que a,+1 = a,g, sendo g um nimero real fixo,

diferente de 0 e de 1, chamado razao.

Exemplo 3.0.5: Considerando a PG:

12,24,48,96,192,384,768, ...

Sendo a razdo g = 2, e considerando a recorréncia a, | = a,q, temos que:
a = 12
ay = a1 =a1-2=12-2=24
a3 = azy] =a-2=24-2 =48 e sucessivamente.

Proposicao 3.0.3: Segundo Morgado e Carvalho (2014), a soma dos n primeiros termos de uma

3 ) 1-4"
PG (a,) derazdog>1é S, =a 1 )

Exemplo 3.0.6: Observe que, na PG

12,24,48,96,192,384,768, ...

sendo ¢ = 2, a soma dos 5 primeiros termos (Ss) é:

1-2° 1—
i3
1-2 1
_3]

— 12—31:12-31:372

S5 = 12
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Proposicao 3.0.4: De acordo com Snyder (1982), os nimeros repunidades, resumidamente,
tratam-se de um subconjunto do conjunto dos nimeros naturais. De acordo com Carvalho e Costa
(2015), os nimeros repunidades foram definidos por Beiler em seu trabalho "Recreations in the
Theory of Numbers: The Queen of Mathematics Entertains"em 1964, considerando a repeti¢ao
do algarismo 1, n vezes, como um ndmero repunidade, denotado por R,,. Exemplo: para todo
n>0,Ri=1,Ry=11;R3=111;R4 =1111;...;R,;... .

Diante disso, Snyder (1982) generalizou uma repunidade em uma base d > 1 qualquer, da
seguinte forma. Considerando d > 1, (R,)g =d" ' +d" 2 +---+d + 1 para todo n € N. Dessa

dr—1 dntl—1
forma (Rn)d = d—1 € (Rn+1)d = ﬁ
103 -1 103+t — 1
Exemplo 3.0.7: Paran = 3, na base 10, R3 = T0-1 =111eR31 1 = To—1 =1111.

Proposicao 3.0.5: Segundo Domingues (2009), sdo chamados nimeros triangulares os niimeros
que condizem com a distribui¢ao de pontos em um plano na forma triangular. Se indicado por 7,,,

para todo n > 1, o n-ésimo nimero triangular € representado por:

1
Tn:1+2+...+n:”(”;r ) | G.1)
10(10+1)

Exemplo 3.0.8: Se n = 10, entdo : T19 =

15(15+1 3-4 22
Tis = % = 120. Na base 5, (T3)s = (7) = (7> = (11)s .
5 5

= 55. De outra forma, para n = 15,

Proposicao 3.0.6: Segundo Landau (2002), sendo um nimero a € N, a > 1 € dito um nimero
primo (ou simplesmente um primo) se sé tiver dois divisores positivos, a saber 1 e a. Em outras

palavras, a s6 € divisivel por 1 ou por ele mesmo.

Exemplo 3.0.9: Veja que os nimeros 2,3,5,7,11,13,17,19,... sdo exemplos de nimeros pri-

mos.

Proposicao 3.0.7: Conforme Landau (2002), se (a,b) = 1, isto &, se 1 for o unico divisor

positivo de a e b, entdo a e b sdo ditos primos entre si, ou coprimos.

Exemplo 3.0.10: (15,7) = 1. Veja que os niimeros 15 e 7 sdo coprimos, dado que 15 tem 1,3,5

e 15 como seus tnicos divisores positivos e, exceto 1, nenhum dos nimeros 3,5 e 15 dividem 7.
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4 NUMEROS SUAVEMENTE ONDULANTES

Conforme Carvalho e Costa (2022), um nimero inteiro é considerado ondulante quando
seus algarismos (ou digitos) alternadamente oscilam para maior ou menor que os digitos adja-
centes a eles. Por exemplo: 278956, 789056 e 567239. Vejamos que a diferencga absoluta entre
dois algarismos adjacentes pode variar para maior ou menor e, a partir disso, estabelecemos a

seguinte defini¢ao:

Definicdo 4.0.1: Seja D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o conjunto de digitos ou algarismos no

sistema posicional decimal. Um nimero natural N, com n > 2 algarismos é ondulante quando,
N=aiay---a,_1a,, com a; #0 e a; € D, para i=1,2,3,...n,

e alternadamente, a; < a», a > asz, ...oua; > ap, a < as, ..., ou seja, apds o primeiro

digito, os proximos digitos alternadamente aumentam e diminuem ou diminuem e aumentam.

Por outro lado, um subconjunto dos nimeros ondulantes s@o 0s nimeros suavemente
ondulantes. Exemplo: 1010101, 787878,9090909 etc. Veja que, neste caso, a diferenca do valor

absoluto entre dois algarismos é sempre constante. Observe a préxima defini¢ao.

Definicdo 4.0.2: Um niimero natural ab,,, formado por n > 2 algarismos é suavemente ondulante

quando,

ab, =aba---ab ou ab, =aba---ba coma, beD,a#b e a#0.
—_—— —_——

n par n impar

Usaremos a notacao ab,, € AB para indicar subclasse dos nimeros suavemente ondulante
formado pelos algarismos a e b. Portanto, entendemos que os nimeros 345,679867 e 98712345
sdo ondulantes, enquanto 204, 105 e 98g sdo suavemente ondulantes. Estes tipos de nimeros ja
foram investigados por diversos autores, como Carvalho e Costa (2022), Costa e Costa (2021),
Pickover (1990), Robinson (1994), Shirriff (1994) e Souza e Costa (2023).

4.1 Alguns resultados na base decimal

Em Carvalho e Costa (2022), um nimero suavemente ondulante, pertencente ao conjunto
AB, € indicado por ab,,, em que n indica a quantidade de digitos do nimero ab,, para n > 2. Por
exemplo: 103 = 101, 575 = 57575 e 394 = 3939. Cavalho e Costa (2022) afirmam que qualquer

nimero suavemente ondulante ab, pode ser representado por:

n—1 a1l

2 2 ;

ab, = {aZlOZi +bY 10°7", se néimpar. (4.1

i=0 =1
11

1051 + b Y 10%, sen é par. (4.2)

n
2
ab, = a
i=1 i=0
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Exemplo 4.1.1: Fazendoa =1, b =0e n =7 na Equacgao (4.1). Como = 3, temos que

107 pode ser expresso na forma,

3 3
10, = 1Y 10%+0Y) 10%"!
i=0 i=1

= 1(10° 4107 4 10* +10°) 4+-0(10' +10% + 10°)
= 10°+10%+10* +10°
= 1010101

6
De outro modo, fazendo a = 3, b =4 e n = 6 na Equacao (4.2). Como 3 = 3, temos que 34¢

pode ser expresso na forma,

3 2
346 = 3) 10%7"+4Y 10¥
i=1 i=0
= 3(10' + 103 4+ 10%) +4(10° 4+ 10> 4- 10%)
— 3.101010+4-10101
= 343434

De agora em diante, com a finalidade de mostrar alguns resultados na base 10, vamos con-
siderar o subconjunto UZ, chamados de nimeros um-zero e denotados por uz,, que € pertencente
ao conjunto dos nimeros suavemente ondulantes ab,. Assim, uz, representa um nimero inteiro
positivo formado pelos algarismos 1 e 0, de forma alternada, sendo que » indica a quantidade de
algarismos. Portanto, « indica o algarismo 1 e z 0 0, com n pertencente ao conjunto dos nlimeros
naturais maiores que 1. Por exemplo: uzy = 10, = 10, uzz = 103 = 101, uzs = 104 = 1010 e

assim sucessivamente.

Além disso, € necessario esclarecer que para todo k > 1, 2k € um numero par e 2k+1 é um
ndmero impar; dessa forma, atentando para o conjunto uz,, se n = 2k entao uzy; = 1010...1010

termina em 0. E, se n = 2k + 1, entdo uzpgs; = 10101...101 termina em 1.

Proposicao 4.1.1: Todo nimero suavemente ondulante da forma uzy; ¢ multiplo de 2 e 5.

Prova: Para todo k > 1, temos uzp; = 10...10 termina em 0, logo, uzy;x = 0 mod 2, bem como

uzo =0 mod 5.

Exemplo 4.1.2: Veja que 2 | uzg, pois uzg = 101010 = 2(50505). Bem como 5 | uzg, porquanto,
uzg = 10101010 = 5(2020202).

Proposicao 4.1.2: Se k > 1, todo nimero uzy; nao € multiplo de 2 ou 5.

Prova: Considerando n = 2k + 1, uzp,1 = 10101...101 termina em 1; consequentemente,
uzzr+1 = 1 mod 2. Ou seja, possui resto 1 na divisdo por 2. Por outro lado, uzpr+1 = 1 mod 5,

isto €, também admite resto 1 na divisao por 5.
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Exemplo 4.1.3: Veja que 2 nao divide uz7, visto que uz; = 1010101 = 2(505050) + 1. Por outro
lado, 5 nao divide uzg, pois uzg = 101010101 = 5(20202020) + 1.

Ainda sobre os nimeros uz,, Costa e Costa (2021) demonstram que, exceto 101, nenhum
outro nimero suavemente ondulante uz, é primo na base 10. Com o objetivo de demonstrar este
resultado, consideremos que UZ é formado por dois subconjuntos UZ,; = {10,1010,101010,...}
e UZy+1 = {101,10101,1010101,...} .

Veja que, se n = 2k, para todo k € N*, nenhum ndmero uzy; € primo, pois todo niimero
que termina em 0 € par e multiplo de 5 (Proposi¢do 4.1.1). Contudo, se n for impar, uz, termina
em 1. Com isso, para demonstrar que, neste conjunto, apenas 101 é primo, vamos considerar o

seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.1.1. Para qualquer x real e g > 1 inteiro, a seguinte igualdade ocorre (Costa; Costa,
2021).

M2 Pl = (P D (P2 —xM —x D)

Prova: Para valores iniciais ¢ = 1 a fatoracdo € verdadeira e o passo-chave € a diferenca de

quadrados, veja:
(Hx+ D) —x+1)=(x+1)2 -2 =x*+x2+1
Agora, podemos generalizar essa ideia usando trés somas de progressdes geométricas,

M4 M2 P41 = (P T x D)(P —xM —x D)
x2q+l_1 x2q+l+1 x4q+2_1

x—1  x+1 21
= xMpxMIp 441

Além disso, com objetivo de esclarecer a demostragdo do Teorema 4.1.1, observe a tabela

abaixo, que exibe a fatora¢do de alguns nimeros uz4443 para 1 < g < 3.

Tabela 1 — Fatores de uz443

4943 UZ4q+3 fatoracao
7 1010101 101(10* +1)
11 10101010101 10101(10%+1)
15 101010101010101 | 1010101(10% +1)

Fonte: Costa e Costa (2021).

Observe também algumas fatora¢Oes para os nimeros uz4q41 para 1 < g < 3 na Tabela 2.
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Tabela 2 — Fatores de uz4¢11

4qg+1 UZ4q+1 fatoracao

5 10101 111(10> =10+ 1)

9 101010101 11111(10* - 10° +10%> — 10+ 1)

13 1010101010101 | 1111111(10% —10° +10* — 10° + 10> —10+1)

Fonte: Costa e Costa (2021).

Teorema 4.1.1. Exceto 101, nenhum niimero alternado uz, é primo na base 10 (Costa; Costa,
2021).

Prova: Consideremos n > 3, com n impar, ou seja, n = 2k + 1; e utilizemos dois casos n =

4g+1oun=4qg+3, sendo k, g € Z. Portanto, veja que:
(1) Se n = 4¢+ 3, entdo:

UZ4g43 = U241 = 101---010101---01

k algarismo k algarismo
= uzi 0 uzg = uzg - 10571 +uz;
= qu-(IOk—H—l-l)

Portanto, uzy = uzz4+1 € um divisor de uz4g3.

(2) Agora, se n = 4q+ 1, temos: uzag+1 = 10%+10%"2 4 ... 102 + 1 e pelo Lema 4.1.1
pode ser fatorado na forma uzag1 = (1024 + 10271 +...+10+1)(10% - 10%" 1 +.. =10+ 1)

sendo uma consequéncia direta do Lema 4.1.1, usando x = 10.

4.2 Numeros suavemente ondulantes generalizados

Ainda em Carvalho e Costa (2022), considerando uma base d > 2 paraae b € {0,1,2,...,9}
com a # b e a # 0, podemos representar qualquer nimero suavemente ondulante ab,, utilizando

a seguinte expressao:

n—1 n—1

N 7
[abn]a = a Z &2 +bY d*! senéimpar. (4.3)
=0 i=1
1 -1
[abpla = a )’ 2+ b)Y d* sen é par. (4.4)
i=1 i=0

E importante destacar que um nimero ab, na base d ndo é necessariamente suavemente

ondulante em outra base d’ # d. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 4.2.1: Fazendoa=1,b=0,n=7ed =5. Como

¢do (4.3), [107]s pode ser expresso na forma

= 3, temos que na Equa-

3 3
[107]s = 1) 5%+0) 5%
i=0 i=1
= 1(59+52 454455 +0(5' +534+5) =5+ 5% + 54 + 56 = 16276

Veja que [107]s = 162769 e 16276 é um nimero ondulante na base 10, mas nao é suavemente

6
ondulante. De outra forma, considerandoa =3, b=4,n=6¢e d = 5. Como 2 = 3, temos que

na Equagdo (4.4), [34¢]5 pode ser expresso na forma
3 . 2 .
B4]s = 3) 5% '+4) 5%
i=1 i=0
= 3(5!'+5%+5°) +4(5°+5% +5%) =3-3255+4-651 = 12369
Veja que 1236919 ndo é um nimero suavemente ondulante.

Proposicao 4.2.1: Considerando n par, se [ab,]; ¢ um nimero suavemente ondulante, entdo
[aby] 2 € um monodigito (CARAVALHO; COSTA, 2022).

Prova: Considere d’ = d?, ¢ = (a-d +b) e n = 2 -k para algum k € Z. Note que:

laby)y = a-d* ' +b-d* 2 4a-d* 3 4b-d* . 4a-d +b
= (ad+b)d* 2+ (ad +b)d**+ .-+ (ad + b)d"
= ¢ d* 24 d* 4t d

(@) e (TPt (dP)°

= c

_ C_(d/)kfl_|_C.(d/)k72+“_+c.(d/)0
d*—1

= ¢ =c-(Re)ar

perceba que, como ¢ = (ad + D), entdo [ab,|s = ¢ (Ry)q = (ad + D) - (Ri) 4. Além disso, (Rg)

é uma monodigito na base d’ = d2. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.2: Observe que [126]3 = [555]o.

[126]3 = 1-307142.30-241.36342.3044...41.31 42
= (1-342)3%724(1-34+2)3 4+ (1-3+2)3°
= 5.30°245.30-415.30
= 5.(32)p 1 45.(32)3245.(32)0
= 5-(9)245-(9)' +5-(9)°

931
: =[5-111]g =
g1 = 15111 =1555]

=5
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Por outro lado, também verifica que [12g]4 = [6666]6, vejamos:

[128]s = 1-48°142.48 231483412484 1.1 1.41 42
= (1:442)83 24+ (1-44+2)83 4 ... 4 (1-4+2)4°
= 6-4852416.4% 44 ...+6.4Y
= 6’(42)4_1+6-(42)4_2—|—---+6-(42)0
= 6-(16)346-(16)>+---4+6-(16)°

16 —1

= 6- =16-1111];6 = [6666
61 — | J16 = [6666]16

Para toda base d > 1, se n é impar, entdo, [uz,]; possui a seguinte representa¢éo polino-
mial:
Wznla =d" ' +d" P +d" P+ +d*+d° @5)

Exemplo 4.2.3: Na Equacdo (4.5) fazendo n =9 e d = 4, note que:

[uzo]s = [101010101]y = 477144773 44975 44977 4 4979
— 48+46+44+42+40

De outro modo, se n =7 e d = 4, entdo:

= 45447142 4+ 40

Para toda base d > 1, se n € par, ento [uz,] € representado univocamente da seguinte
maneira:
znlg=d" ' +d" P +d" 7+ +d +d .6)

Exemplo 4.2.4: Utilizando a Equacédo (4.6), veja que [uzg]s pode ser representado por um

polindmio que resulta no ndmero 813801.

luzg]s = [10101010]s = 5814583 4 5854 587
= 574+5°+57+5' =81380;

Ainda, pela mesma equagio, a seguinte igualdade é verdadeira: [uzg]s = 32551¢. Observe:

[uze]s = [101010]s = 567145673 45673
= 55453451 =3255

Antes de apresentar outros resultados acerca dos nimeros [uz,];, € necessério destacar
que ndo existe, ainda, nenhuma decorréncia que demonstre a existéncia de uma férmula tnica
que considere um 7 par e impar para nimeros [uz,|s. Supomos que este problema decorre do fato
de os numeros suavemente ondulantes terminarem em O ou 1. Portanto, as proposi¢des seguintes

ora consideram os ndmeros [uz,], para todo n par, ora discorrem para todo n impar.
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Proposicao 4.2.2: Paratodabased > 1,se n =2k-+1 com k > 1, entdo um nimero suavemente
d2k+2 -1

ondulante [uz,]4, pode ser representado por: [uzo+1]q = T

Prova: Considerando a Equacio (4.5): [uz,)q = d" ' +d" 3 +d" > +--- +d* +d°, e substi-
tuindo n por 2k + 1, podemos utilizar uma soma de PG. Vejamos:

wiiila = a4+ a2 g0
B S S S N - S
<d2>k+1 -1
d?—1
d2k+2_1
d?—1
222

Ou seja, se n é impar, [uzpry1]g = — T

Exemplo 4.2.5: Tomando k =2 e d = 2, temos:

222421 261 63
[10101]2 = [uzs|> = [uz2.2+1]2 = w1 - 3 —3 2

De outro modo, se k =3 e d = 4, temos:

42321 481 65535

10101014 = = : = = = 4369

[ J4=uzgla = [uz231la = —5— 75 G

Proposicio 4.2.3: Se k > 1 e n = 2k, entdo um nimero suavemente ondulante da forma [uzo¢]4,
d(d* 1)

em uma base d > 1, pode ser representado por: [uzox|q = 1

Prova: Utilizando a Equagdo (4.6): [uz,)s = A"V 4+ d" 3 +d" + - +d>+d', e substituindo

n por 2k, podemos realizar uma soma de PG. Vejamos:

uzorly = d* ' +d* P +d* S+ al

d((d*) 1)
d*—1
_d(d* 1)
AP
2%
—1
Isto significa que [uzy]q = %

Exemplo 4.2.6: Verifiquemos para k = 2 e d = 3, respectivamente:

3(322-1) 240
[uzp2]3 = (32_1 ) = 2 =30 =[1010]3 = [uz4]3

De forma andloga, tomando k =4 e d = 5, temos:

5(524—1) 1953120
52-1 24

[uz2.4]5 = = 81380 = [10101010]5 = [uzg]s
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Proposicao 4.2.4: Se k > 1ed > 1, entdo [uzp;], ndo é primo na base 10.

Prova: Como 2k — 1 é fmpar para todo k > 1, consideremos a Equagio (4.5): [uz,)q = d" ! +
d*—1

d" 3 4+d"5 4.+ d? +d°, com n =2k — 1, para provar que [uzor_1]q = PRI

wzop 1]e = d* 4RI A a4

2 g2kA L k6 g2
(dZ)k_l _d2k_1
-1  d’>—1

d* —1
Mostramos que [uzpr—1]q = T Agora, veja que [uzok]q = [d - uzor—1]g4; de fato,
[uzola = [d-uzop—1]a
_d(d*-1)
- d -1

= d (dF 2P S g2 )
Ou seja, todo nimero [uzy;|s possui como mdltiplos os nimeros:

de (@24 a4 =6 ¢ Lg% 1)

Logo, ndo é primo na base 10.
Exemplo 4.2.7: Sek=3ed =9, veja que:

[uzp3lo = [9-uzp3—1o = [9-uzslo=19- (94 +9? +90)]9
= 9°+93+9! =59787)

Observe que o nimero 59787 nédo € primo na base 10, pois 59787 =3-3-7-13-73. De outra

forma, se k =4 e d =7, entdo:

uzaly = [T uzpa—1l7 = [1-(uzz)lr=[7-(1°+7*+7*+7°)]
= 7 4+7+73+7" = 840700,

Note que 8407001¢ ndo € um nimero primo.

Para demonstrar o proximo resultado, utilizaremos o seguinte Lema, cuja demonstracao

pode ser encontrada em Hefez (2013).

Lema 4.2.1. Sejam x,y € Z e n € N. Temos que x —y divide x"* —y".

Proposicio 4.2.5: Admitindo uma base d > 1 e k > 1, [uzok|a | [Uz2k.4)a, para todo g > 1.
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Prova: Inicialmente, vamos definir uma férmula generalizada para encontrar qualquer nimero
da forma [uzax.4]4. Com este fim, considerando a Equagdo (4.6): [uz,)y = d" ' +d" > +d" > +
.--+d?+d", para n =2k - ¢, note que:

[uz2k~q]d = deq_l +d2kq_3 + d2kq_5 +--- +d3 _|_d1
d((d*)k —1)

d*>—1
: d(d* 1)
Visto que [uzp]g = 1 demostraremos que [uzyr]q | uz[2k - qlq -
[usz.q]d _ d((dz)kq —1) ‘ d?>—1
[usz]d N d2 —1 d(de — 1)
d*4 — 1
T oa%
d2kq -1 d2kq -1 (de)q —14

Podemos dizer que € um numero inteiro. Isto porque, como = ,

d2k—l d2k_1 d2k_1

segue do Lema 4.2.1 que d** — 1 divide (d?%)¢ — 19.

Exemplo 4.2.8: Podemos observar que o resultado € especificado quando k =2,¢g=3ed =6.

Repare.
z223l6 _ [uzide _ 6*27 -1 6" -1 1680913
42226 = [uza]6 T 6221 6t—1 10

Também € vélido no caso em que k = 1, ¢ =4 e d = 8. Vejamos:

[MZ2-1-4]8 _ [ng]g _ g214_1 _ 88— 1
uzp1]s  [uza]s  821—1 82-1

= 26630519

O préximo resultado mostra que a diferencga entre dois nimeros suavemente ondulantes

de indice impar € um quadrado perfeito em qualquer base d > 1. Vejamos:

Proposicdo 4.2.6: Paratodo k > 2 e d>1, [uzors1]a — [uzor—1]a = d**.

Prova: Levando em conta a Equacdo 4.5: [uz,]qg = d" ' +d" > +d" > +---+d?> +d°, e admi-

tindo n = 2k — 1, temos que:

wzn—1ly = a* ' +da* PP+ 40
TSN TS S S SN -

Além disso, para n = 2k + 1, utilizando a Equagdo 4.5, temos:

[uzk1la = dHAI g2 1=3 g2k l=S L g2 g0
_ d2k+g2k—2+d2k—4+d2k—6+_”_’_do
[uzor—1]a

= d* + [uzor_1]a



36

Visto que [uzox1 1]a — [uz2k—1]a = d**, considerando o resultado anterior, podemos subs-

tituir [uzo511]q por d** + uzp_1. Entio:

[uz2k+1]d - [”ZZkfl]d =

d* + [uzop—1]a — uzan—1]a = d*

Exemplo 4.2.9: Considerando k = 2, vejamos para a base d = 9.

[uz22+41)o — [uz22-1Jo = [uzs]o — [uza]o = [10000]9
= [10%o =[(10*)]s

Para k =3 e d = 3, temos:

[uza.3:+1]3 — [uza3-1]3 = [uz7]3 — [uzs]3 = [1000000]3
= [10°; = [(10°)]3

Corolario 4.2.1. Se [”ZZkJrl]d — [MZQk,I]d = dzk, entdo:

VIuzoks1]a — uzan—1]a = d* e Y/ Tuzar1]a — [uzox—1]a = d*.

Prova: Basta aplicar a Proposicao 4.2.6.

Vuzori1la — uza-1la = (dk)2 = ¥

Por outro lado:

\k/[uZZk—H]d— [uzpr—1la = K (d2)k — 2

Proposicio 4.2.7: Sek>1ed > 1, entdo [uzppi1]|a = [d - (uzor) + 14

d(d* —1)

Prova: Considerando [uzy]s = — T

, temos que:

[uzops1la = [d-(uzn) +1]a
d(d* —1)
d?—1
d>(d* —1)+d>—1
d>—1
d2k+2 _d2 —|—d2 -1
d?—1

d2k+2_1

d?—1

— d +1
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Exemplo 4.2.10: Considerando k£ = 4, vejamos para a base d = 6.

[uZ2.4+|]6 = [6 “UZ2.4+ 1]6 = [6- (67 +65 +63 +61) +60]6
= [6®4+6°+6%+6%+6
= [101010101]¢ = [uz9]e

Por outro lado, se k =3 e d =7, entdo:

[uZ2.3+1]7 = [7'u22.3—|—1]7 = [7-(75+73—|—71)—|—70]6
= [1°+7*+72+7°
= [1010101]7 = [MZ7]7

Com o objetivo de demonstrar a proposicao adiante, vamos considerar o seguinte Lema,

cuja demonstrag@o pode ser encontrada em Hefez (2013).

Lema 4.2.2. Se dois niimeros a e b sdo coprimos, entdo mdc(a,b) = 1.

Proposicido 4.2.8: Sek > 1ed > 1, entdo [uzok]q e [uzok+1]4 s80 nlimeros suavemente ondulantes

coprimos.

d de —1 d2k+2 —1

Prova: Tendo em vista que [uzox|q = “2-1 e [uzop+1]a = A1 conforme a proposi-

¢d0 4.2.7, [uzok+1)q = [d - uzor + 1a.

Empregando o Lema 4.2.2, temos que:

([uzakla [uzoki1]a) = ([zala [d-uzop +1]a) = ([uzarla 1) = [1]a

Exemplo 4.2.11: Observemos que, para d = 5, o divisor comum entre [uz2023]5 € [uz2024]5 é:

([uz2023]5, [uz2024]5) = ([Uz2023]5 [5 - uz2023 + 1]5) = ([uz2023]5 1) =[1]5 .

Proposicio 4.2.9: Se k> 1ed > 1, entdo [uzpri1]g = [d2 ‘uzpp—1+1].

d* —1

P : Consid d 1d=—5
rova: Considerando [uzpx_1]4 ]

, note que:
uzori1la = [d* uzop—1+1]a
d2 C(A2k
GG
d?—1
d?-(d** —1)+d> -1
d?—1
d2k+2 _d2 +d2 -1
d?>—1
d2k+2 —1

d?—1
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Exemplo 4.2.12: Admitindo k = 4, vejamos para a base d = 5.

[uzg.4+1]5 = [52 “UZD.4—1+ 1]5 = [52 “uUz7 + 1]5 = [52(56 —|—54 +52 —|—50) —l—50]5
= 584504 5% 152450 =[101010101]5 = [uzo]s

Além disso, podemos verificar a validade para k = 3 e d = 4. Observe.

z2341]a = [ uzaz_1+1]s = [ -uzs+1]=[47(4*+47+4°)+4°,
= 4544% 14214 =[1010101]4

Proposicao 4.2.10: Se k > 1 e d > 1, entdo, dois nimeros consecutivos, [uzzr—1]q € [Uzok+1]a>

sd0 primos entre Si.

d2k+2 -1 dzk _
T © el =gy

[uzoks1)a = [d° - uzop—1 + 14

Prova: Sejam [uzppi1]q = , conforme a Proposi¢io 4.2.9,

Além disso, se dois nimeros a e b sdo coprimos, entdo, pelo Lema 4.2.2:

(uzak—1la [uzn1la) = (uza—1la [d* - uzop_1 +1]g)
= ([uzor—1la 1) =[1]4

Exemplo 4.2.13: Observemos que, para d = 3, o mdc entre [uzys)3 € [uz2027]3 é:

([uzao2s)3 [uz2027)3) = ([uz2025)3 [3% - uz2025 + 1a) = ([uza02s)3 1) = [1]3.

Proposicao 4.2.11: Sek > 1ed > 1, temos a identidade:

[z ala = d - [uzops1)a - (@2 +1)

Prova: Considerando a Equagdo (4.6): [uz,)q =d" ' +d" 3 +d" > +---+d', paran =4k +4 =
2(2k+2), temos que:

_ d2(2k+2)—1 +d2(2k+2)—3 +d2(2k+2)—5 +d2(2k+2)—7 L +d3 -I—d]
d(<d2)2k+2 _ 1)
d*—1
d(d4k+4 o 1)
d>—1

[MZ2(2k+2)]d
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d(d4k+4_1) d2 +1
d2—1 Por d2+1’

Multiplicando a equagdo veja que:

d(d¥**—1) d*+1

[uzaks2)la = -1 £+l
B d(d2+1)(d4k+4_1)
B d*—1
d(d2+l) (d2k+2—1)(d2k+2—|—1)
24+1 d2—1
2k+2
_ 4 (dd;_—l 1) (@211

= d-[uzps1]a- (@ +1)

Observe que [uzy(2412)la = [Uz4k+4]a € miltiplo da base d, do nimero suavemente ondu-

lante [uz5y1]q4, bem como de (d?2 4 1).
Exemplo 4.2.14: Considerando k =2 e d = 2, note que:

Uzanialy = 2-[uzpoiila- (22*2+1)
— 2-[uzs)-65=2-21-65
= 2730 =[101010101010], = [uzi2]>

De outra forma, perceba que para k =1 e d = 5 a proposi¢cao também € verdadeira.

[Uza114ls = 5-[uzp141]s- (552 +1)
— 5-[uzs)s-626 = 5-26-626
— 81380 = [10101010]5 = [uzg]s

No préximo resultado faremos uma conexao entre os niimeros repunidades e os nlimeros

suavemente ondulantes. A saber:
Proposicao 4.2.12: Paratodo k> 1ed > 1 (Rok+1)a = [uzok+1]a + [Uz2k)a-

dn—|—l -1 d2k+1 -1

-1 vV n € N*, entdo, para n = 2k, (Ryx+1)a = — . Diante

Prova: Se (R,11)q = d—1
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disso, vamos demonstrar que (Ryx11)d = [uzor+1]a + [uzok]a -

(Rok+1)a = [uzoks1]a + [uzor]a
d2k+2 -1 d(de o 1)
d*—1 * d*—1
d2k+2 +d2k+l —d—1
dz—1
¥ (d+1)—(d+1)
d*—1
(d2k+l —1)(d—|—l)
(d+1)(d-1)

d2k+l -1

d—1

Exemplo 4.2.15: Considerando k = 3 e d = 4, note que:

(R23+1)a = [uza341]a+ [uz23]a = [uz7)a + [uzela = [1111111]4 = (R7)4

De outra maneira, admitindo k = 4 e d = 2, temos que:

(Roat1)2 = [uzzati]a+[uz2a]z = [uzo] +[uzg]a = [111111111]2 = (Ro)2
R
Proposiciio 4.2.13: Sek > led > 1, entdo [uzy 1]q = ( (%H—)Z)d
2)d
4242
Prova: Paratodod > 1lek>1, (R))y=d+1e (Ryi2)a = . Portanto:
(Rok+2)d
Uz \R2k+2)d
sl (R2)a
_ <d2k+2 . 1) 1
o (d-1)  (d+))
a1

Exemplo 4.2.16: Considerando k£ = 3, vejamos para a base d = 3.

[uz2341]3 = (Ras12); = (Rs)s = Sl
o (R2)3 (R);  32-1
381
= 32—_1 = [1010101]3 = [MZ7]3
Também, a proposicao € verdadeira parak=2ed =7.
[uz2.041]7 = (Razea)r _ (Re)y 72721
o (R2)7 (R)7  72—1
76

-1
= O = [10101]7 = [uzs]7
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d-(R
Proposicio 4.2.14: Se k> 1ed > 1, entdo [uzppi2]a = %
2)d
d2k+2 -1
Prova: Paratodod > 1lek>1, (R))g=d+1e (Ryi2)a = — 1 Logo:
! (R2)a

d'(d2k+2—1> 1
d—1)  (d+1)
d- (d2k+2_ 1)

d*>—1

Exemplo 4.2.17: Considerando k = 2, observe que para a base d = 3 a proposi¢do é verdadeira:

3-(Roat2)s 3+ (Re)3 3-(111111);  3-(364)

(R2)3 N (R2)3 B (11)3 a 4
= 27319 =[101010]3 = [uze]3

[uz2212]3 =

Além disso, para k = 3 e d = 2 note que:

2-(Ry3i2)2  2-(Rg)a  2-(11111111),  2-(255)

[uz2342]2 = (R)),  (R)2 (11)2 3
= 17019 = [10101010]5 = [uzs]>

Antes de prosseguirmos para a proposi¢ao subsequente, analise o Lema seguinte, cuja
demonstracdo encontra-se em Costa e Santos (2022).
Lema 4.2.3. Qualquer niimero repunidade (Ry.1)q pode ser calculado obedecendo a seguinte
dk+1 _

ﬁparat0d0d>lek21.

formula: (Ryy1)g =

Proposicio 4.2.15: Considerandod > 1 e k> 1, [uzog+1]a = (Rit1) 2-

dk+1 _

Prova: Conforme o Lema 4.2.3, (Rgi1)g = ) para todo d > 1 e k > 1. Desse modo,
(dZ)k+1 -1
tomando uma base d?, (Ryy1),2 = o1 Com isso:
[uzort1la = (Rir1)s2
B (dZ)k-H —1
A1
d2k+2 1

d?—1
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Exemplo 4.2.18: Verificando no casoem que k =2 e d = 3, [uz2.2+1]3 = [uzs]3 € uma repunidade

na base 9.
32~2+2 —1 36 —1

[uz2241]3 = 21 3 =91 =(111)9 = (R3)9

Por outro lado, considerando k = 3 e d = 4, [uz2.3+1]4 = [uz7]4 é uma repunidade na base

16.
42~3+2 -1 48 —1

il = = = 4369 = (1111)6= (R
uz231la = —5— 13 (1111)16 = (Ra)16

Proposicao 4.2.16: Se k > 1 e d = 3, entdo [uzpx1]3 € um niimero triangular na base 10.

422

Prova: Considerando [uzox+1]q = T

temos que:

32k+2 -1 (3k+1)2 -1 (3k+1 _ 1)(3k+1 + 1)

wnls = =T S 222
3k+1 -1 3k+l +1
B 1 3k+1_1 3k+l+1_ 5 . 3
22 2 2
3k+1 —1 3k+1
Sejaa = — eb= R observe as trés etapas seguintes:

e Vamos mostrar que a e b sdo inteiros.

31 2%
a = = — =
2 2 1
tal que a = ¢ € um inteiro. De outro modo,
3k+1 +1 3k+1 -1
b - = _ = 1
2 2 27T

Portanto, b € inteiro, visto que a soma de ¢+ 1 € um niimero inteiro.

* Além disso, vamos demonstrar que a e b sdo consecutivos:

_3k+1_|_1 3k+1_1_3k+1_3k+1+1+1_2_1

b-a 2 2 2 2

Portanto, a e b sdo consecutivos.

* Agora, demonstraremos que [uzp;41]3 € um ndmero triangular na base 10.
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Seb—a=1,entdo b =a+ 1. Assim sendo:

3k+1 -1 3k+1 11

+1
[Uzok41]3 = 2 5 2 :a(az ),comaeN*

logo, [uzpx+1]3 € um nimero triangular na base 10.

Exemplo 4.2.19: Considerando k = 3, veja que [1z2.3+1]3 = [uz7]3 é um ndmero triangular na
base 10.

33+l -1 33+1 +1

40-41  40(40+ 1
[uz2.341]3 = 2 5 2 - 5= (2 )282010=T40

Além disso, para k = 5, [uzp.511|3 = [uz11]3 também é um nimero triangular na base 10. Observe:

35+1 -1 35+1 41

364-365 364(364+1
[uZ2~5+1]3 = 2 > 2 = 5 = ( 5 ) = 6643019 = T364

Corolario 4.2.2. Exceto [uzz]3, nenhum niimero suavemente ondulante [uz,]3 € primo na base
10.

Prova: Tomando o conjunto dos nimeros pares (2k,V k > 1), de acordo com a Proposicdo 4.2.4:
sed > 1ek> 1, exceto [uzp]y, nenhum nimero [uzy;]s € primo na base 10. Portanto, se k > 1,
entdo [uzx]3 ndo é primo na base 10.

Por fim, de acordo com a Proposi¢ao 4.2.16: para todo nimero impar da forma 2k + 1,

1
ala+ ), ou seja, [uzpr41]3 € miltiplo de a na base 10; dessa forma,

com k > 1, [uzops1]3 =
[uzo-+1]3 ndo € primo na base 10.
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5 PROPOSTA DE ATIVIDADES

Com o objetivo de abordar os resultados do Capitulo 4 no ensino bésico, este capitulo
discorre sobre algumas propostas de atividades, a serem desenvolvidas no Ensino Fundamental
e Médio, que compreendem os nimeros suavemente ondulantes. Por conta disso, antes de
apresentar alguns problemas sobre os nimeros suavemente ondulantes, é recomendado que o
docente faca uma apresentacio ou revisao acerca dos conceitos de sequéncias, em especial de PA e
PG, bem como escrever um nimero inteiro em um sistema posicional de base d > 1, além da base
decimal. Sugerimos solicitar aos estudantes sugestdes de como escrever ndmeros suavemente
ondulantes uz, na base 10 por meio de uma equacao polinomial, além de destacar o que vém
a ser estes nimeros durante a investigacao, e construir com os discentes as demonstracdes dos

principais resultados deste trabalho, bem como as defini¢cdes e outros conceitos.

ApOs os estudantes apropriarem-se de algumas ideias acerca destes nimeros, o professor
pode propor algumas atividades envolvendo sequéncias PA e PG a respeito dos principais
assuntos citados anteriormente, inclusive nimeros suavemente ondulantes. O objetivo € relembrar
conceitos essenciais relacionados a estes conteudos, a fim de que os estudantes tenham um

arcabouco conceitual suficiente para lidar com os diferentes problemas.

Além disso, durante as resolucdes de atividades, no que se refere aos principais resultado
dos nimeros uz,, é relevante que o docente alerte os estudantes quanto aos devidos cuidados
que devem ser tomados ao demonstrar um resultado generalizado, principalmente quanto a
delimitacao do conjunto em que “padrdes” acontecem, a escolha dos fundamentos tedricos e
a validade dos resultados. Como destaca Polya (1995, p. 115): “[...] para o l6gico de um certo
tipo, somente existe demonstragdes completas. Aquilo que pretender ser uma demonstracdo nao
deverd deixar nenhuma lacuna, nenhuma escapatdria, nenhuma incerteza, pois do contrario ndo

serd uma demonstracao”.

No decorrer das resolugdes, o professor pode resolver os problemas juntamente com
os discentes incentivando-os a fazerem comentarios a respeito de como solucionar a questao.
Um bom exemplo seria fazer questionamento a partir do método de Polya (1995): quais os
dados principais do problema? O que é necessdrio para resolve-lo? Como os diversos itens estao

inter-relacionados? Que teorema ou propriedade da teoria dos nimeros pode ser utilizada?

Por outro lado, considerando os principais resultados envolvendo os nimeros [uz,]q,
€ importante destacar que as propostas de atividades a seguir t€ém por objetivo apresentar ao
docente como iniciar uma investigacao, quais ferramentas utilizar e apresentar uma possivel
solucdo para o problema de forma fundamentada, sobretudo alguns resultados que nao foram
provados a respeito dos nimeros suavemente ondulantes, que permite ao docente expor aos
aprendentes interessantes questdes em aberto para que eles possam produzir conhecimento

cientifico no ensino basico.
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Problema 5.0.1. Como [107], = 85 e [125]3 = 85, entdo [107], = [125]3. Considerando d > 1
d2k+2 —1 dk—i—l -1

ek>1, [uzppii]a = 1 ¢ [Riv1la = 1 A vista disso, vamos verificar se cada
igualdade abaixo é verdadeira, convertendo-as para a base 10:

* [uz3]o = [Rola;

* [uzs]o = [R3]a;

[uz7]3 = [Ra]o;

[uzo]3 = [Rs]e.

Além disso, torna-se necessario destacar que, no decorrer desta atividade, podem ser
trabalhadas as Competéncias Especificas 3, 4 e 5 do Ensino Médio da drea de Matemética e suas
tecnologias, contidas na BNCC (Brasil, 2018).

Comentarios:

Com objetivo de agilizar os cdlculos e utilizar ferramentas computacionais apregoadas
pela BNCC (BRASIL, 2018), ao abordar este tipo de atividade em sala de aula € aceitavel ou
recomenddavel que os estudantes utilizem calculadoras eletronicas (calculadoras contidas em
celular ou em sites da internet) para resolu¢ao do problema proposto. Isto porque as potenciacdes
podem resultar em um nimero muito grande e as divisdes podem ser trabalhosas. Dessa forma, a

verificacdo das igualdades pode ser feita da seguinte forma:

22~1+2 -1 41+1 -1
logo, [uz3]2 = [Ro]4.
22~2+2 -1 42—|—l -1
*luzsh =luanh =" ——=21 ¢ [Rils=[Rpri)a=———=2I
logo, [uzs]> = [R3]a.
Enquanto,
32-3+2 -1 341 1
o [uz7]3 = [uz2341]3 = o] 820 e [R4]lsa = [R3+1]0o = 71 -~ 820
assim, [MZ7]3 = [R4]9.
Por fim,
32-4+2 -1 64+1 -1
o [uzo]3 = [uz2441)3 = —5—— =7381 e [Rs]s = [Rat1]¢ = ——— = 1555,

32-1 6—1
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dai [uZ9]3 #+ [R5]6.

Observe que para os trés primeiros resultados a igualdade € verdadeira e claramente per-
cebemos uma relacdo entre os nimeros [uzok1]q € [Ri+1]42, OU seja, entre nimeros suavemente
ondulantes e um nimero repunidade. Porém, para o ultimo caso verificamos que a igualdade nao
€ verdadeira. Podemos supor que isto ocorre porque a base 6 ndo é quadrado perfeito da base
3, dessa forma, [uz11]3 # [Rg|s. Portanto, intuimos que a relagdo é valida quando uma base d’ é

quadrado perfeito de uma base d.

Por outro lado, se continudssemos com as investigagdes, prestando atenc¢io na base d,
ap0s outros resultados poderiamos conjecturar que todo nimero suavemente ondulante da forma
[Uz2k+1]a € um nimero repunidade da forma [Ry],2. Dessa forma, caberia ao professor pedir
aos estudantes uma justificativa deste fato com fundamentos 16gicos nas principais proposi¢des e
defini¢des a respeito dos nimeros suavemente ondulantes e dos nimeros repunidades - tendo o
cuidado de ndo conceder informacdes claras para facilitar a resolucio por parte dos discentes. E
necessario destacar que ndo faremos a demonstracao deste problema, porque ela encontra-se na

Proposicao 4.2.15.

Além disso, o professor pode propor outros problemas de investigacao semelhante a este,
porém utilizando conversores de bases disponiveis em plataformas na internet ou aplicativos
de celular. Algumas sugestdes seriam https://www.calculadoraonline.com.br/conversao-bases e

https://www.cjdinfo.com.br/utilitario-conversor-bases-numericas.

Por exemplo, utilizando o primeiro site, o professor pode solicitar aos discentes verifi-
carem se existem outros ndmeros [uz,]s, que é um monodigito na base d’ # d. Assim sendo,
seguindo o passo a passo e as capturas de tela realizadas, vejamos se [uzji]2 e [uz;s]2 sdo

monodigitos na base 16.

Olhando para a Figura 1, observe que o sistema bindrio e o hexadecimal j4 estd definido.
Portanto, digitando o nimero [uz;]» no sistema bindrio, vemos que o resultado é o nimero

[555]16, registrado no sistema hexadecimal. Assim, [uz11]> = [53]16 € obtemos o desejado.

Figura 1 — Conversdo do nimero [uz;;], para [53]16

Binério: O | 10101010101
Octa: O | 2525
Decimal: O | 1365
Hexadecimal: O | 555

Base N: O \:l ‘
Base X2 O \:l ‘

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para [uz;s]n, basta seguir os mesmos passos. Inserindo o nimero [uz;s], no sistema
bindrio, vemos que o resultado é o nimero [5555];¢, que instantaneamente é registrado no

sistema hexadecimal. Por conseguinte, é verdadeiro que [uz)5]2 = [54]16. Observe a Figura 2:

Figura 2 — Conversdo do nimero [uz;s], para [54]16

Binario: O | 101010101010101
Octa: O | 52525
Decimal: O | 21845
Hexadecimal: O | 5555

Base N: O E ‘
BaseX: O E‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, utilizando este recurso o docente pode solicitar que o discente prossiga com
as investigagdes, verificando se todo nimero [uz,|; € um nimero monodigito [5,];¢ para todo

n > 1, e justificar este resultado com uma demonstragdo formal.

Mais que isso, é imprescindivel destacar que o recurso computacional é um meio de
ndo apenas calcular de forma rdpida, mas também de agilizar as investigagdes e demonstracoes
utilizando uma tecnologia que executa os calculos em fracdes de segundo, e assim possibilita
observar e encontrar padrdes. Sob outra perspectiva, 0 mais interessante seria mostrar aos
aprendentes como um computador faz isso com uso da linguagem de programacao, que utiliza
algoritmos matemdticos em seu sistema computacional fundamentado na teoria dos nimeros. Ou
seja, por simples calculos manuais os discentes ficariam instigados a analisar o comportamento de
nimeros suavemente ondulantes em outras bases numéricas, utilizando uma tecnologia eficiente

e gratuita. Além disso, o PCN destaca que:

Quanto ao uso da calculadora, constata-se que ela € um recurso ttil para verificagdo de
resultados, correc¢do de erros, podendo ser um valioso instrumento de auto-avaliagdo. A
calculadora favorece a busca e percepc¢do de regularidades matemaéticas e o desenvolvi-
mento de estratégias de resolugdo de situacdes-problema pois ela estimula a descoberta
de estratégias e a investigacdo de hipdteses, uma vez que os estudantes ganham tempo
na execugdo dos célculos. Assim elas podem ser utilizadas como eficiente recurso para
promover a aprendizagem de processos cognitivos (BRASIL, 1998, p. 45).

Problema 5.0.2. Conforme Shirriff (1994 ), niimeros suavemente ondulantes duplos sdo niimeros
inteiros que sdo suavemente ondulantes em quaisquer duas bases. Por exemplo: [252]g = [131];3

e [191919]19 = [121212]; sdo niimeros suavemente ondulantes duplos.

Com o auxilio de um conversor de bases numéricas, verifique se [1012]2 = [524]3 e

[1018]2 = [526]g sdo niimeros suavemente ondulantes duplos.
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Nesta atividade o professor pode desenvolver as Competéncias especificas 3, 4 e 5
referentes ao Ensino Médio, compreendidas na BNCC (BRASIL, 2018).

Comentarios:

Para resolver este problema, podemos utilizar outra plataforma de conversor de bases
numéricas que pode ser encontrada no site: https://www.cjdinfo.com.br/utilitario-conversor-
bases-numericas. Este conversor tem a capacidade de converter um nimero desde a base 2 até a
36, constituindo uma ferramenta muito importante para conjecturas matemadticas e verificacao de

resultados.

Portanto, para verificar se [10},], é igual a outro nimero suavemente ondulante na base

8, veja os seguintes passos com capturas retirados do site citado.

1° passo: Clique no icone a direita (destacado pelo quadrado em vermelho na Figura 3) e
selecione a base de entrada, que no nosso caso € o sistema bindrio (2); depois, digite o nimero
[1012]2 no valor de entrada.

Figura 3 — Conversdo do nimero [1012], para [524]s

ﬁ Conversor de Bases Numéricas

Esta pagina faz a conversdo de bases numéricas de 2 a 36,
incluindo bindrio(2), octal(8), decimal{10) e hexadecimal(16),
utilizando as rotinas genéricas apresentadas no item Solucdes,

Entre com a Base e o Valor de Entrada. Indigue a Base de Saida e Clique em Converter.

Walores muito altos poderdo provecar Overflow ou perda de dados na conversdo.

Base de Entrada: |2 (0 ~ 1) - hinario
Valor de Entrada:|101U1U1U1D1G} |

Base de Saida: | V|

Valor de Saida: | |

| Converter |

Fonte: Elaborado pelo autor.

2° passo: Observando a Figura 4, no icone destacado pelo quadrado pequeno em vermelho,
selecione a base de saida, neste caso a base 8. Apds isso, abaixo do nome valor de saida, clique
no nome “‘converter”, e serd possivel perceber que o nimero [524]g aparecerd no valor de saida.

Portanto, é verdade que [1012], = [524]s e sdo nimeros suavemente ondulantes duplos.
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Figura 4 — Conversdo do nimero [101,], para [524]3

ﬁ Conversor de Bases Numéricas

Esta pagina faz a convers3o de bases numéricas de 2 a 36,

incluindo bindrio(2), octal(8), decimal(10) e hexadecimal{16),

utilizando as rotinas genéricas apresentadas no item Solucdes.

Entre com a Base e 0 Valor de Entrada. Indigue a Base de Saida e Clique em Converter.

Valores muito altos poderdo provocar Overflow ou perda de dados na conversio.

Base de Entrada: |2 (0 ~ 1) - binério v |
Valor de Entrada:|1ﬂ101U1U1U10 |
Basede Saida; [8(0-7)-octal M

Yalor de Saida; (5252 |

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ademais, se seguirmos os mesmos passos, também verificamos que 10[18], = [52¢]s
sao numeros suavemente ondulantes duplos nas bases 2 e 8. Observe este resultado na Figura 5

abaixo.
Figura 5 — Conversdo do nimero [10;g], para [526]s

049 Conversor de Bases Numéricas

Esta pagina faz a convers3o de bases numéricas de 2 a 36,

incluindo binario(2), octal(8), decimal(10) e hexadecimal(18),

utilizando as rotinas genéricas apresentadas no item Solucdes.

Entre com a Base e o Valor de Entrada. Indigue a Base de Saida e Clique em Converter.

Valores muito altos poderdo provocar Overflow ou perda de dados na conversio.

Base de Entrada: |2 (0 ~ 1) - bindrio v
Valor de Entrada:|101G1U1U1U1010101U |
Base de Saida: |8 (0 ~7) - octal v|

valor de Saida: 525252 |

Converter

Fonte: Elaborado pelo autor.

Continuando com as investigacdes, poderiamos perceber que existe uma relagao entre os
nimeros [101010...], = [525252...]g € [101010...], = [252525...]3. Mais que isso, segundo Shir-
riff (1994), para as bases d e d*, para todo k fmpar, h4 infinitos niimeros suavemente ondulantes
duplos. Além disso, ndo sdo conhecidos muitos resultados sobre os nimeros ondulantes duplos
na bases d e d*, possibilitando ao docente formular propostas de atividades usando recursos
computacionais, com o objetivo de incentivar a producdo cientifica na escola, abordando a

elaboracdo de conjecturas em matemdtica e comprovando os resultados. Isto porque, a BNCC:
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[...] propde que os estudantes utilizem tecnologias, como calculadoras e planilhas ele-
trOnicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Tal valorizago possibilita que,
ao chegarem aos anos finais, eles possam ser estimulados a desenvolver o pensamento
computacional, por meio da interpretacdo e da elaboracdo de algoritmos, incluindo
aqueles que podem ser representados por fluxogramas (BRASIL, 2018, p. 528).

Problema 5.0.3. Considerando a subtracdo entre um niimero repunidade e um niimero suave-

mente ondulante ambos na base 10, prove que: Roy1 — uzpy = uzx+1 para todo k > 1.

Perceba que este tipo de argumentagdo € simples de ser realizada ou generalizada a partir
de alguns exemplos numéricos. Assim, pode ser aplicada em séries do segundo segmento do
Ensino Fundamental para transmitir ao estudante no¢des simples de dlgebra por meio de em
demostragdes faceis a fim de, futuramente, formular argumentagdes mais complexas. Ademais,
neste problema podem ser trabalhadas as Competéncias 2, 3 e 5 contidas na BNCC (BRASIL,

2018) da area de Matematica do Ensino Fundamental.

Comentarios:

Veja que, para valores iniciais, a igualdade € verdadeira. Considerando k = 1:

Roqp1+uzpg =111-10=101 = uz.141 (5.1)

Para k = 2:

Rooi1+uzpn =11111-1010 = 10101 = uzp.241 5.2)

Por fim, se kK = 3, consequentemente:

Rosi1+uzps = 1111111 —101010 = 1010101 = uzp.311 (5.3)

Visto que para os trés primeiros valores a igualdade é verdadeira, vamos demonstrar que

Roj41 — uzpp = uzp+1 paratodo k > 1.

d2k+1_1 d(de_l)

— T enquanto [uzox|q = P Se

Sabemos que para d > 1, (Ryy1)a =
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10241 1 10(10%F —1
d =10, entdo, Ry = To—1 € U = %; logo:
Uk+1 = Ropy1—uzo
10t -1 10(10% —1)
101 102 -1
_ 1 (10 1y 1 10(10%* 1)
10—1 10—1 1041
1 10(10%* —1)
- — (1 2k+1 1) - —~—— 7/
10—1 (10 ) 10+1 )
1 (10 —1)(10+1) —10(10% — 1)
101 10+1
B 1 102k+2 + 102k+1 —10—-1— 102k+1 +10
101 10+1
B 1 102k+2_1
10—-1  10+1
102k+2_1
1021
102k+2_1
Observe que Uzt = T =1 ¢ um nimero suavemente ondulante na base 10. Por-

tanto, estd provado que Rogi| — UZpk = UZDk+1-

Vimos que a justificativa foi relativamente simples e o docente pode solicitar aos estu-
dantes analizar se esse resultado na base 10 é vélido para uma base d > 1, constituindo uma
forma de incentivar os discentes quanto as investigacoes matemadticas. Também, o professor pode
apresentar os seguintes problemas para verificacio, valida¢do ou demonstracdo. Mostre que para

d > 1e k> 1 as seguintes igualdades ocorre:

(Rox)a — [uzola = [uzors1la 5

* (Roki2)a — [uzans1]a = [uzok2]a s
* (Roks1)a — [uzors1]a = [uzonla s

o [uzki1]a + [uzoks2]a = (Rok2)a -

Assim sendo, podemos perceber que existem relagdes entre os nimeros [uz,|q € [R,]4,
e também entre os nimeros [uz,]s € os outros nimeros monodigitos. E possivel demonstrar
tais relacoes sem exigir muito conhecimento formal do estudante, possibilitando ao docente
varias oportunidade de se adaptar a linguagem dos estudantes ou a acostuma-los com pequenas
demonstracdes. A seguir, veja outras questdes a serem comprovadas pelos discentes: mostre que,

paratodod > 1,k > 1en > 1, as seguintes relagdes sdo verdadeiras:
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[+ 1]4)" | [[uzak—1]a]" ;

[[d* 4+ 1]4)" | [[uzar]a]” ;

[(Rok+1)a)" | [[uzar+1]al” 5

[(Rok—1)a)" | [[uzak—2]al” -

Problema 5.0.4. Para qualquer k > 1, na base 10, uzy,_1 pode ser entendida como uma

sequéncia de niimeros suavemente ondulantes impares. Vejamos:
1,101,10101,1010101,101010101,10101010101, - - -

Determine o k-ésimo termo da sequéncia anterior, e comprove que UZpji1 — UZok—1 = 10% para
todo k > 1.

Este tipo de atividade aborda uma parte introdutdria a respeito dos niimeros suavemente
ondulantes. Possibilita ainda uma pratica de demonstrar um padrdo de um resultado que se
repete, sendo fundamental para exercitar os discentes com pequenas demonstracdes, simples e
objetivas, com objetivo de trabalhar o pensamento numérico e o algébrico, essencial na teoria
dos nimeros. Mais que isso, nesta atividade podem ser trabalhadas as seguintes habilidades
contidas na BNCC (BRASIL, 2018) do segundo segmento do Ensino Fundamental: EFO6MAOQ?2,
EFO6MAO06, EFO7TMAO3, EFO7TMA04, EFOTMAO06, EFO7TMA14, EFO07TMA1S, EFO7TMAL16,
EFO8SMA06 e EFO9MA09.

Comentarios:

Considerando este problema, em uma primeira andlise o discente pode ser induzido
a imaginar que trata-se de uma PA. Porém, ao realizar sucessivas subtra¢des entre um termo

sucessor com o anterior:

101 —1=10%:

10101 — 101 = 10% ;

1010101 — 10101 = 10° ;

101010101 — 1010101 = 108 .

Percebemos que a cada diferenga tem-se um novo nimero, sendo: 10%,10%,10°,108- - .

Dessa forma, rapidamente surge a ideia de que pode ser uma PG. Porém, a razao ndo permanece
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constante neste tipo de sequéncia, o que o conduz a conclusdo de que a sequéncia ndo se trata de
PA e nem de PG.

Entretanto, apds estes exemplos, podemos perceber que, a partir de uz; = 1, os préximos

termos podem ser obtidos da seguinte forma:

uzz = uzy + 101 ; uzs = uzz + 1022 ; uzy = uzs + 1023 ¢ uz9 = uz7 + 1024 5.4

Ou seja, a partir de uz;, o préximo termo é a soma do anterior com uma poténcia 10%
para todo k > 1. Portando, considerando que 2k — 1 € um ndmero impar, o k-ésimo termo &
igual a uzpr_1 + 10%*, isto &, ar = UZok—1 + 10%*. Além disso, de maneira anidloga, 0 mesmo
problema poderia ser abordado considerando a sequéncia dos nimeros ondulantes do tipo uzy:
{10,1010,101010,...}, e expor algumas propriedades a respeito desses nimeros contidas neste
trabalho — principalmente as relacionadas ao pensamento numérico em outras bases numéricas

além da decimal.

De outra forma, se os estudantes tiverem conhecimento sobre as principais defini¢des e
proposicdes a respeito dos nimeros uz,, a partir dos resultados anteriores eles podem pensar na
segunda parte do exercicio: uzpr1 — uzpx—1 € sempre igual a (10")2? Ou seja, a subtracdo entre
um ndmero suavemente ondulante (uzp;+1) € seu antecessor (uzp;—1) € sempre um quadrado

perfeito? Note que a igualdade € valida para alguns valores iniciais.

e Se k=1, entdo:

uzo.1 41 —uzp 1 = 101—1=(10")?2 (5.5)

e Parak=2:

Uzp241 — uz2.2—1 = 10101 — 101 = (10%)? (5.6)

* Por tltimo, se k = 3, consequentemente:

Uz2.341 — uzp.3—1 = 1010101 — 10101 = (10*)? (5.7)

Dessa forma, podemos pensar em uma demonstracdo pelo seguinte argumento.

4242 a2k 1

a1 e [uzop—1la = T se considerarmos d = 10,

Sabendo que [uzpii1]a = 42—
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5 102k—|—2 -1 102k —1 Portant
entdo, uz =——  euzpy_| = ——— . Portanto:
2k+1 1071 -1 =TT ]
2
10% = uzppiy —uzap 1

102k+2 -1 102k -1
102—1  102—1
102k+2 . 102k 141
102—1
10%(10% — 1)
102—1
= 10 = (10

O docente pode problematizar ainda mais a questdo questionando os aprendentes se tal
resultado € valido pra uma base d > 1. Ou seja, para toda base d > 1 e para todo k > 1 a subtracdo
entre o sucessor de um nimero suavemente ondulante [uzp;1 1]y € seu antecessor [uzpr_1]q €
sempre um quadrado perfeito da forma (d*)?? Veja que, se seguirmos os mesmos passos, COmo
demonstrado anteriormente, ndo serd dificil demonstrar que realmente este resultado é valido

para qualquer base d > 1.

Por outro lado, observamos que a relacio [uzax 1 1]q — [uz2k—1]a = d** considera apenas os
nimeros [uz,|s para n impares. Problematizando ainda mais, para [uz,]; com n par, a subtra¢do
entre um ndmero suavemente ondulante ([uzp¢12]4) € seu antecessor ([uzox]q) é sempre um
quadrado perfeito da forma (d*)2? Ap6s algumas verificacdes para a base d = 10, o discente
podera concluir que [uzo 2] — [uzox]a 7 (d¥)? — isto é, ndo é um quadrado perfeito. Porém, nas
investigacdes feitas para o desenvolvimento deste trabalho foi possivel concluir que [uzox12]s —
[uzorla = d?+] paratodo k > 1 e d > 1; este resultado ndo foi demonstrado, mas fica como um

desafio a ser apresentado para os discentes do ensino bésico.

Problema 5.0.5. Se n > 1 ed > 1, existe algum niimero |uz,|4 que divide [aby),?

Este problema é um pouco mais elaborado ou complexo do que os anteriores, pois,
ainda que nao tenha uma demonstracao aparentemente dificil, os estudantes podem encontrar
dificuldades no desenvolvimento da resolucdo. Dessa forma, o problema est4d mais direcionado
aos discentes do Ensino Médio, no desenvolvimento das Competéncias 3,4 e 5 da BNCC
(BRASIL, 2018).

Comentarios:

O problema consiste em uma conexao entre os nimeros [ab,],, observada por Carvalho
e Costa (2022), e os niimeros [uz,|; abordados neste trabalho. Levando em conta que [ab,]; é
miltiplo de [uz,]y, inicialmente, os discentes poderdo verificar, com alguns valores, se o resultado
da divisao de [ab,]s por [uz,]s € um nimero inteiro. Apés isso, o professor pode solicitar uma
justificativa formal acerca destes resultados. Assim sendo, observe a seguinte solu¢do para o

problema.
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Veja que, por defini¢do, os niimeros suavemente ondulantes [ab, |, consistem em alternar
os algarismos a e b n-vezes, para todo n > 1 em uma base d > 1. Além disso, coma # 0 e a # b,
os algarismos a e b deve pertencer ao conjunto D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ou seja, existem p
combinagdes possiveis para [ab, |4, sendo algumas [12,]4; [53,]45 [64n)as [754)as [96n)as [724])a;
[89,]4 etc. E imprescindivel dizer que ndo existe uma férmula que aborda de forma tnica os
ndmeros [ab,|; para n par e [ab,], para n impar, portanto, devemos considerar [ab,],; quando
n for par e, depois, quando n for impar. Logo, considerando [aby] 19, existem vérios nimeros

ondulante multiplos de [uzpr—1]10 para todo k > 1. Veja alguns exemplos:

. 1212
* 103 | 124 pois T 12.
23232323
e ] 2 —_— =
0711235 poraue <o75701
797979
* El =779.
0s | 79¢ porquanto 70101 79

Além disso, utilizando uma calculadora, € possivel verificar que os seguintes resultados
sdo verdadeiros: 109 | 9810; 1015 | 6716; 1013 | 2014; 1017 | 5418; c 1023 ’ 9124.

Por outro lado, se considerarmos a base 7, podemos conjecturar que [aby;]7 é divisivel

por [uzox—1]7. Veja o exemplo seguinte:

b [105]7 | [156]7.

Com a utilizagéo de um conversor de bases, veja que [10s]7 = [2451];9. Observe a Figura

Figura 6 — Conversdo do nimero [10s]7 para [2451];

Binario: O | 100110010011
Octa: O | 4623
Decimal: O | 2451
Hexadecimal: O | 993

BaseN: O ‘10101
Base X2 O E‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, [156]7 = [29412]}¢. Veja a Figura 7.



56

Figura 7 — Conversdo do nimero [156]7 para [29412];9

Binario: O | 111001011100100
Octa: O | 71344
Decimal: O | 20412
Hexadecimal: O | 72E4

BaseN. O ‘151515
BaseX: O E‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

[156¢)7 29412 .
[10s]; 2451 7

Além disso, realizando o mesmo processo, é possivel verificar que: [107]7 | [23g]7;
[109]7 | [6510]7; [1015]7 | [2616]7; [1017]7 | [4018]7; [1021]7 | [6122]7; [103]7 | [S44l75 € [1011]7 | [4312]7.

Com isso,

A partir desses casos, concluimos que, para alguns valores, [uzr—1]10 | [abak]i0 €
[uzok—1]7 | [abak]7; com isso, vamos demonstrar que [uzpr—1]4 | [abak|s paratodod > 1e k> 1.

Prova: Considerando [ab, |4, paran =2 -k e algum k € N*, note que:

labyla = [abyla = a-d* '+b-d* *+a-d* P +b-d* . ta-d +b
= (ad+b)d* 2+ (ad +b)d** + -+ (ad + b)d"
= (ad+b)( P +d* P+ d)

De outra forma, considerando [uz,|; = d" ' +d" 3 +d" > +---+d*> +d°, para n = 2k — 1

temos que:

uzok—1la = d* VNI I P
Rl S SN C R

labog]a

Uz 12 =ad +b. Veja:

Agora, vamos provar que

[abZk]d . (ad + b) (de—Z ) o ST +d0) ol b
uzn—1]la  (d*24d? 4. a2 440

Em vista disso, [abyi]y é divisivel por [uzor_1]4-

Veja que a demonstragio abrange apenas os nimeros [ab, |4 para todo n par. Dessa forma,
como atividade, o professor pode solicitar ao discente demonstrar se [aby;1]4 € divisivel por

[uzok+1]q ou [uzox]s paratodok > 1ed > 1.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer desta pesquisa, vimos a importancia da resolucdo de problemas como
metodologia para o ensino da Matematica e o quanto este método manteve sua relevancia nas
ultimas décadas, a ponto de refletir nos PCN (BRASIL, 1998) e na BNCC (BRASIL, 2018),
ambos da drea de Matematica. Além disso, abordamos a resolucdo de problemas citando alguns
pontos de vistas defendidos por Polya (1995), Pais (2006) e outros autores, proporcionando ao
leitor a compreensao acerca deste processo de ensino que é bastante conhecido, mas possui uma

relevancia extraordindria para o ensino da Matematica.

Ap0s apresentar os contetidos preliminares, utilizados para fundamentacgao tedrica, de-
senvolvemos os principais resultados a respeito dos nimeros suavemente ondulantes, em um
sistema de numeragdo posicional (base) além da convencional base decimal, em resposta ao
objetivo geral deste trabalho, descrito no Capitulo 1. Por fim, foram apresentadas cinco propos-
tas de atividades a serem desenvolvidas em sala de aula que norteiam os docentes do ensino
basico sobre como abordar este conteiido no Ensino Fundamental e Médio, inclusive com uso
de tecnologias computacionais, incentivadas pelos documentos orientadores, tais como PCN
(BRASIL, 1998) e BNCC (BRASIL, 2018), ambos da drea de Matematica.

Contudo, € evidente que a pesquisa ndo finaliza aqui, uma vez que ela abre a possibilidade
dos professores de Matemadtica e demais leitores que interessarem pelo assunto prosseguirem com
as investigagcdes, com objetivo de fomentar a investigacdo matematica por parte dos estudantes,
possibilitando ainda o incentivo a demonstracdes matemaéticas e a valorizagdo da teoria dos
numeros. [sto porque constitui-se essencial para as relagdes financeiras, matematica discreta e, in-
clusive, se faz presente nos avangos tecnoldgicos que vivenciamos, principalmente na Ciéncia da
Computacdo. Como ressalta Domingues (2009, p. 15): “sdo os modernos sistemas criptograficos,
cuja seiva vem da teoria dos nimeros, que permite aos bancos, empresas comerciais € 6rgaos

militares, por exemplo, trocar informacdes com seguranca através de codigos sofisticados”.
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