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RESUMO

Apresentam-se, neste trabalho, os resultados de uma pesquisa qualitativa com abordagem
bibliografica cujo objetivo foi investigar as potencialidades do uso de animagdes produzidas
com o software Manim no ensino do conceito de area no célculo integral. Trata-se de uma
andlise historico-didatica que articula conhecimentos da historia da matematica com
tecnologias digitais, buscando facilitar a compreensdo de conteudos abstratos por meio de
recursos visuais e interativos. Com base na analise de episodios historicos fundamentais para o
desenvolvimento do conceito de area, como os métodos de Eudoxo, Arquimedes, Al-
Khwarizmi, Cavalieri, Newton, Leibniz e Riemann, foram elaboradas quatro animagdes com o
Manim, destacando momentos-chave dessa trajetoria conceitual. A analise desses materiais
indicou que representagdes visuais bem estruturadas favorecem a compreensdo de ideias
matematicas complexas, conectando o passado da matematica as linguagens atuais dos
estudantes. Embora o uso do Manim exija conhecimentos basicos de programagao, os resultados
evidenciam seu potencial didatico, especialmente na formacao inicial de professores. Conclui-
se que a integragdo entre historia da matematica e tecnologia constitui estratégia promissora
para tornar o ensino mais significativo, criativo e acessivel, além de fomentar praticas
pedagogicas alinhadas a educacdo Science, Technology, Engineering, Arts and Mathematics

(STEAM).

Palavras-chaves: Calculo Integral. Histéria da Matematica. Tecnologias Digitais. Videos

Digitais. Manim.



ABSTRACT

This paper presents the results of a qualitative research study with a bibliographic approach,
whose objective was to investigate the potential of using animations produced with Manim
software in teaching the concept of area in integral calculus. It is a historical-didactic analysis
that combines knowledge of the history of mathematics with digital technologies, seeking to
facilitate the understanding of abstract content through visual and interactive resources. Based
on the analysis of historical episodes fundamental to the development of the concept of area,
such as the methods of Eudoxus, Archimedes, Al-Khwarizmi, Cavalieri, Newton, Leibniz, and
Riemann, four animations were created with Manim, highlighting key moments in this
conceptual trajectory. Analysis of these materials indicated that well-structured visual
representations facilitate the understanding of complex mathematical ideas, connecting the past
of mathematics to the current languages of students. Although the use of Manim requires basic
programming knowledge, the results highlight its educational potential, especially in the initial
training of teachers. It is concluded that the integration of the history of mathematics and
technology is a promising strategy for making teaching more meaningful, creative, and
accessible, in addition to promoting pedagogical practices aligned with Science, Technology,

Engineering, Arts, and Mathematics (STEAM) education.

Keywords: Integral Calculus. History of Mathematics. Digital Technologies. Digital Videos.

Manim.
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1 INTRODUCAO

O interesse pelo tema deste trabalho surgiu durante a formacgdo inicial no curso de
Matematica da Universidade Federal do Tocantins (UFT — Arraias). Desde os primeiros
contatos com a Matematica do Ensino Superior pensava, “ao encontrar outra coisa para fazer,
largo isso aqui”, e em meio as dificuldades encontradas no inicio, conheci pessoas que me
orientavam a nao desistir, minha familia, alguns professores da Educacdo Basica e Superior,
técnicos e terceirizados da UFT, veteranos conhecidos e amigos particulares, diariamente me
motivaram a continuar e entdo, fui superando as dificuldades que encontrei.

No final do semestre 2022.2, quando ainda estava no segundo periodo do curso, através
do professor, naquela época convidado da UFT, Me. Luis Andrés Castillo Bracho, tive meu
primeiro contato com o mundo da pesquisa cientifica. Nesta ocasido, tive um olhar diferente
de um “eu” como académico, ndo s6 como um professor em formagao inicial, mas também
como alguém que se insere no mundo da pesquisa.

A partir deste momento, comecei a ter algumas referéncias de escrita de textos
académicos, como também participagdo em eventos cientificos. Aproveito para destacar que
estas participagdes foram de maneira remota, pelo fato de estarmos numa pandemia, mas isso
nao me impediu de comecar uma nova faceta como académico, que além dos componentes
curriculares, eu estava me inserindo em comunidade cientifica, sob orientagdes do professor
Luis e da professora Ivonne.

Nao parando por ai, em seguida, tive a experiéncia de participar como bolsista CAPES
do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo & Docéncia (Pibid), naquele momento
coordenado pelo Dr. Dailson Evangelista Costa, e posteriormente pela Dra. Monica Suelen
Ferreira de Moraes e Dra. Janete Aparecida Klein, onde desenvolvi atividades no periodo de
11/2022 a 04/2024 em algumas escolas do municipio de Arraias, sob supervisdo do professor
Severino Cassiano de Souza Filho. Ao finalizar o Pibid, em 2024, fui convidado a compor o
corpo editorial da Revista Tocantinense de Educacdo Matematica (ReTEM). Participei como
bolsista UFT do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica (Pibic), onde me
inseri no projeto de pesquisa intitulado: “Contribui¢des historicas e propostas inovadoras para
o ensino do célculo diferencial e integral: andlise critica e inclusdo de tecnologias
educacionais”, sob orientacdo da Profa. Dra. Monica Moraes, nesta ocasido, ja sendo a minha
orientadora de Trabalho de Conclusao de Curso (TCC). Vale destacar que as atividades de
pesquisa desenvolvidas em tal projeto sdo o desdobramento que eu fiz neste TCC.

Este projeto da professora Monica busca, de maneira geral, investigar as contribuigdes

do desenvolvimento historico da Matematica, com foco no ensino do Calculo Diferencial e
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Integral, por meio da andlise de livros, pesquisas, manuais de historia da Matematica e outras
publicacdes bibliograficas, e elaborar propostas didaticas com a utilizagdo de softwares
educacionais. No meu TCC, abordo o Calculo Integral, em especifico o conceito de Area,
desde o método da Exaustao de Eudoxo até chegar no teorema fundamental do Calculo.

Diversas pesquisas sobre a produgdo académica com foco nas contribuigdes que o uso
combinado de Histéria da Matematica e as Tecnologias Digitais tém para o ensino e
aprendizagem da Matematica. A nivel internacional, Thomsen, Jankvist e Clark (2022)
enfatizam que pesquisas mapeadas propdem ou analisam atividades baseadas em fontes
historicas primdarias que sdo apoiadas especificamente com Softwares de Geometria Dindmica
(DGS) e Sistemas de Algebra Computacional (CAS).

No contexto nacional, Sanchez, Castillo e Mendes (2021) realizaram um mapeamento
com o propdsito de compor um panorama do uso das Tecnologias Digitais nas pesquisas de
Histéria da Matematica para o Ensino de Matematica. Os resultados desta pesquisa
constataram que as Tecnologias Digitais mais utilizadas nas pesquisas analisadas desde a
década de 1990 sao os softwares de Geometria Dindmica, especificamente o GeoGebra, e que
a maioria dessas pesquisas foi encontrada na modalidade de Histéria para o Ensino da
Matematica (HEnM). No entanto, o uso do GeoGebra para abordar o ensino de Matematica
por meio de informacgdes historicas, conforme apreciado nos trabalhos analisados, nao
ultrapassa a fronteira de ser um substituto do quadro branco, da planilha, do kit geométrico,
entre outros (Sanchez; Castillo, 2022).

Sousa (2023) nos convida a pensar na possibilidade de que existem aliangas entre a
histéria da Matematica e tecnologias digitais que t€ém se constituido a medida que a histéria
da alianca inicial foi se instituindo com fundamentos tedrico-praticos e aplicagdes e ainda
descreve diversas atividades-historicas-com-tecnologias e investigagdes-historicas-com-
tecnologias, onde destaca o GeoGebra e seu papel nas referidas atividades.

Nesse cenario, temos as experiéncias relatadas por Sanchez e Castillo (2022) quando
descrevem o uso do GeoGebra para (re)explorar a demonstracao do teorema de Pitdgoras a
fim de dinamizar a demonstrag@o planteada por Socrates — registrada, segundo os autores, na
obra intitulada The Pythagorean Proposition, de autoria de Elisha Scott Loomis e publicada
no ano de 1968. Sanchez e Castillo (2022) diferenciam-se da abordagem do problema
histérico, pois, em vez de fazer as construcdes passo a passo, descrevem o uso de um objeto
de aprendizagem elaborado na interface do GeoGebra, de maneira que seja possivel, para os
sujeitos envolvidos na atividade, visualizar a tradu¢do dos conceitos na demonstracdo nas

diversas representagdes que o software permitir.
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Seguindo esse raciocinio, temos experiéncias semelhantes com GeoGebra, quando
Coélho et al. (2023) descrevem as possibilidades de utilizar o software GeoGebra para um
novo ponto de vista da demonstracao do Teorema de Viviani. A ideia principal deste trabalho
foi promover uma educacao ativa na abordagem de contetidos da geometria euclidiana para
estudantes do Ensino Médio. Além disso, temos o trabalho de Teixeira ef al. (2023) quando
descrevem um objeto de aprendizagem elaborado no GeoGebra para o estudo do Teorema de
Stewart, com o intuito de dar um novo ponto de vista da demonstragao do referido teorema.
Outro exemplo, Castillo e Sanchez (2024) descrevem a exploragdo dinamica da demonstragao
da Proposi¢ao XXXIV do livro I dos Elementos da Edi¢ao de Byrne (1847) com GeoGebra.
Para outros exemplos, ver: (Gomes; Sousa, 2021; Marques et al., 2024; Sanchez; Castillo,
2024; Sanchez; Castillo; Mendes, 2024; Sanchez; Mendes; Castillo, 2023; Silva, 2019; Silva;
Sousa, 2020).

Pelo contexto anteriormente exposto, podemos perceber que existe uma variedade de
trabalhos para constituir conexdes entre Histéria da Matematica e Tecnologias Digitais,
especificamente por meio de sofiwares de Matematica dindmica, como o GeoGebra. Porém,
Sousa (2023) considera que as variagdes da alianca, ou aliangas, entre Historia da Matematica
e Tecnologias Digitais possam ser estabelecidas, para além do GeoGebra, pelo fato de ter
trabalhos em andamento que usam objetos de aprendizagem (OA), historias em quadrinhos
(HQ) em versdes digitais, podcasts, mapas mentais, entre outros recursos, advindos do
desenvolvimento das Fases das Tecnologias Digitais na Educagdo Matematica (Borba; Silva;
Gadanidis, 2021).

Nessa linha, recentemente, Borba, Souto e Canedo Junior (2022) exploraram como
videos digitais e transmissdes ao vivo influenciaram tanto a sociedade em geral quanto o
ensino de Matematica. Eles destacam como essas tecnologias se tornaram essenciais durante
a pandemia, ndo apenas como recursos pedagogicos, mas como instrumentos para promover
uma educacao critica e participativa.

Desse modo, surge entdo o seguinte tema de pesquisa: Videos Digitais com Manim
para ensino de Calculo Integral: Aliangas entre Historia da Matematica e Tecnologias Digitais.

A selecdo deste tema surgiu a partir do projeto da Prof.* Dra. Monica Suelen Ferreira
de Moraes, mas, para constatar que a minha ideia nao foi abordada ainda no campus da UFT,
a justificativa para essa pesquisa baseia-se numa pesquisa prévia. Co€lho et al. (2024) tfizeram
uma analise documental das monografias da licenciatura em Matematica da Universidade
Federal do Tocantins, campus de Arraias, identificando a predominancia de temas como

Formacgao Inicial, Tecnologias Digitais e Educagdo Inclusiva. No entanto, os resultados
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apontaram que em nenhum trabalho foi tratada a relacdo entre Historia da Matematica,
Tecnologias Digitais, Conceito de Area e Produgio de Videos com Manim para o ensino do
conceito de area, o que indica uma lacuna na producao académica local. Portanto, a pesquisa
propoe-se a preencher essa lacuna, explorando as possibilidades didaticas de videos digitais
baseados em informagdes historicas da Matematica.

Diante deste cendrio, surge entdo a questdo: Quais as contribuigdes do
desenvolvimento historico e epistemologico da Matemaética podemos trazer para o ensino de
Calculo Integral, em especifico do conceito de area abordado com tecnologias digitais? Essa
questdo surge da necessidade de explorar métodos acessiveis e matematicamente
fundamentados para a criacao de videos digitais, sem a complexidade associada a pacotes
especializados de animagao.

Para cumprir o anteriormente exposto, definimos como objetivo geral, a caracterizagdo
das contribuigdes historicas e epistemologicas da Matematica para o ensino do Calculo
Integral, com énfase no conceito de area, utilizando tecnologias digitais. Com o intuito de
viabilizar o alcance desse objetivo geral, a pesquisa foi desdobrada em objetivos especificos
que orientam, de forma sistemadtica, as etapas do trabalho. Esses objetivos visam garantir a
fundamentagdo tedrica, a analise da ferramenta tecnoldgica, o planejamento pedagogico e a
producdo dos materiais audiovisuais que compdem a proposta. Dentre os objetivos
especificos, destacam-se: sistematizar de maneira coerente episodios historicos relevantes
para a constru¢do do conceito de area, desde a Antiguidade até¢ o surgimento do Célculo
Integral; caracterizar tecnologias digitais com potencial para construir animagdes baseadas
nesses episodios historicos; e elaborar videos digitais de animagdes matematicas, com 0 uso
de tecnologias digitais, a fim de dinamizar as contribui¢gdes historicas e epistemologicas

relacionadas ao conceito de area.

2 HISTORIA NO ENSINO DE MATEMATICA

A Historia da Matematica constitui um recurso pedagdgico que tem despertado o
interesse de pesquisadores da Educagdo Matematica, consolidando-se, para muitos
professores, como uma metodologia capaz de contribuir significativamente para o processo
de ensino e aprendizagem em sala de aula. Nas palavras de Mendes (2022, p. 19), a Historia
da Matematica refere-se ao uso de si mesma no ensino, sendo definida como “exploragdes
educativas da histéria das ideias produzidas no passado e como podem ser refletidas na
Matematica que ensinamos”.

A Matematica que conhecemos atualmente ¢ resultado de um longo processo histérico
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de construgdo, marcado pelos esforcos humanos para resolver problemas cotidianos e
compreender o mundo. Desde a Antiguidade, diferentes civilizagdes desenvolveram
conhecimentos matematicos para atender as suas necessidades praticas, evidenciando que os
conceitos hoje sistematizados nos curriculos escolares sao fruto de transformagdes, debates e
aperfeicoamentos ao longo do tempo.

Enquanto campo de pesquisa, a Historia da Matematica vem se consolidando no Brasil
especialmente nas ultimas cinco décadas, ampliando sua presenca nas discussdes sobre
formagdo docente e praticas pedagdgicas (MENDES, 2022). Ao incorporar elementos
historicos ao ensino, o professor insere os estudantes em contextos que evidenciam a evolucao
e a aplicagdo dos conceitos matematicos, favorecendo uma aprendizagem mais significativa e
uma compreensao mais profunda da natureza do conhecimento matematico.

Nesse contexto, Mendes (2022) compreende a Historia como agente de cogni¢do na
Educacdo Matematica e propde a investigagdo histdrica como principio orientador do ensino
e da aprendizagem. Para o autor, utilizar a Histdria na gera¢ao da Matematica escolar implica
promover uma dindmica experimental de cariter investigatorio, na qual o estudante
desenvolve seu espirito investigativo ao explorar informacdes historicas e reconstruir a
trajetoria de determinados topicos matematicos (MENDES, 2015, p. 141).

Uma alternativa tedrico-pratica que viabiliza essa proposta ¢ a Investigagao Historica.
Para Mendes (2006), essa perspectiva pode ser adaptada as necessidades do professor,
tornando seu uso produtivo no contexto escolar. O principio articulador dessas atividades ¢ a
investigagdo, promovendo um ambiente criativo, provocador e problematizador em sala de
aula. Nessa mesma dire¢dao, Fossa (2006) defende que a investigagdo historica envolve
necessariamente a compreensao conceitual e pode contribuir para o desenvolvimento das
habilidades que a escola almeja formar. O autor sugere que a Historia da Matematica seja
incorporada ao ensino por meio de atividades de redescoberta ou resolucdo de problemas,
visto que constitui uma fonte rica de situacdes desafiadoras capazes de aprofundar a
compreensao dos estudantes.

Além disso, Coélho et al. (2023) destacam que o uso de fontes primarias, como
tratados historicos, configura-se como um campo fértil de investigagdo. O contato com textos
originais possibilita aos estudantes compreender os processos de constru¢dao do conhecimento
matematico, favorecendo uma aprendizagem mais reflexiva e contextualizada. Mendes (2022)
ressalta ainda que o estudo de textos do passado permite ao professor orientar seus alunos na
reconstrucdo das ideias atualmente sistematizadas nos livros didaticos, valorizando a riqueza

conceitual presente nos documentos originais.
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A insercdo da Histéria da Matematica no ensino também se mostra uma estratégia
relevante para enfrentar dificuldades conceituais, especialmente em contetidos abstratos. Ao
discutirem o conceito de limite, Teixeira e Costa (2024) destacam que ele ndo surgiu de
maneira pronta e formalizada, mas foi sendo construido desde as reflexdes sobre o infinito na
Antiguidade até sua consolidagdo no século XIX. Segundo os autores, essa perspectiva
historica permite ao estudante compreender que as dificuldades enfrentadas na aprendizagem
refletem, em certa medida, o proprio percurso historico de elaboragao do conceito.

Nessa perspectiva, a Historia atua como mediadora na constru¢ao do significado
conceitual. Para Teixeira e Costa (2024), a dimensao historica evidencia o carater dinamico
da Matematica, rompendo com a visdao de um corpo estatico de regras e formulas. A
articulacdo entre historia, problematizacdo e recursos didaticos torna o ensino mais
significativo e acessivel, promovendo ndo apenas a compreensdo técnica dos conteudos, mas
também o desenvolvimento da argumentacdo, da reflexdo e da curiosidade intelectual dos
estudantes.

Em estudo posterior, ao discutirem o ensino de sistemas de equagdes lineares, Teixeira
e Costa (2025) reforcam que a Matematica deve ser compreendida em seu contexto de
desenvolvimento histérico e social. Fundamentados em Ubiratan D'Ambrosio (1996), os
autores defendem que a Historia da Matemadtica possibilita entender como teorias e praticas
foram criadas e utilizadas em contextos especificos ao longo do tempo, ampliando a percepgao
critica da disciplina (TEIXEIRA; COSTA, 2025).

Assim, reconhecer o carater historico do conhecimento matematico fortalece o
raciocinio logico e amplia a compreensdo conceitual dos estudantes, evidenciando a relagdo
entre teoria, pratica e contexto social (TEIXEIRA; COSTA, 2025). A perspectiva historica
contribui, portanto, para a humanizagdo do ensino da Matematica, ao demonstrar que seus
conceitos foram elaborados para responder a problemas concretos de diferentes épocas. Tal
abordagem favorece praticas pedagogicas mais significativas e alinhadas as demandas
contemporaneas, promovendo maior engajamento dos estudantes e superando metodologias

centradas apenas na memorizacao de procedimentos.

3 TECNOLOGIAS DIGITAIS PARA O ENSINO DE MATEMATICA

A busca por maneiras eficazes de integrar a tecnologia no ensino sempre esteve
presente no bojo das pesquisas educacionais. A medida que a tecnologia desempenha um
papel cada vez mais significativo na educa¢do matematica, compreender como os professores

podem integrar, de forma satisfatoria, ferramentas digitais na sua pratica docente torna-se
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imprescindivel para a qualidade do ensino e da aprendizagem de matematica (Borba; Silva;
Gadanidis, 2021).

No Brasil, as primeiras agdes de politicas publicas no sentido de introduzir o uso da
tecnologia informatica na educacao escolar aconteceram a partir de 1981, com o 1° Seminario
Nacional de Informatica Educativa (Borba; Penteado, 2019). Dado inicio aos incentivos para
o uso de tecnologias de informatica na educagdo brasileira, isso se tornou um direito do
cidadao previsto na Lei de Diretrizes ¢ Bases (LDB) da Educacdao Nacional (Lei n.
9.394/1996) (Brasil, 1996).

Segundo Costa, Duqueviz e Pedroza (2015), no comeco, era mais comum falar em
Tecnologias da Informag¢do e Comunicacdo (TIC), pois o termo abrangia tecnologias como
televisdo, jornal e mimeografo, ja os computadores, tablets e smartphones, sdo dispositivos
eletronicos, que também foram conhecidos como TIC, porém agora os pesquisadores tém os
chamado de Novas Tecnologias por serem digitais ou Tecnologias Digitais da Informacao e
Comunicac¢ao (TDIC).

Concordamos com o pensamento de Borba e Penteado (2019, p. 12) de que “A relagdo
entre a informatica e a Educacdo Matematica ndo deve ser pensada de forma dicotomica”,
pois a possibilidade de que trabalhar com os computadores abre novas perspectivas para a
profissdao docente, “as midias informdticas associadas a pedagogias que estejam em
ressonancia com essas novas tecnologias podem transformar o tipo de Matematica abordada
em sala de aula” (Borba; Penteado, 2019, p. 37).

Segundo Valente (1999), a incorporacdo de computadores na atividade educacional
ainda representa um desafio, porém, ¢ algo que merece reconhecimento devido a capacidade
de aprimorar e enriquecer o processo de ensino e aprendizado, oferecendo novas abordagens
para redefinir conceitos previamente estabelecidos, visando uma melhor compreensao.

A integracao de softwares educacionais ndo s6 alinha o ensino do Calculo Diferencial
e Integral as tecnologias emergentes, como também fomenta o desenvolvimento de
competéncias digitais essenciais para o sucesso académico e profissional dos estudantes.

A utilizagdo do método STEAM (Science, Technology, Engineering, Art and
Mathematics) tende a estimular a criatividade por meio de uma educagdo interdisciplinar, em
que os alunos desenvolvem de forma holistica os varios conceitos tedricos em contextos que
criam ligagdes entre a escola e a comunidade (Sanders, 2009; Gonzalez; Kuenzi, 2012; Xie;

Fang; Shauman, 2015).

Nossa nogdo de educagdo integrativa de STEM inclui abordagens que exploram o
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ensino e a aprendizagem entre duas ou mais das areas tematicas STEM e/ou entre
um sujeito STEM e um ou mais assuntos escolares. Assim como o esfor¢o
tecnologico, por exemplo, ndo pode ser separado dos contextos sociais e estéticos,
tampouco o estudo da tecnologia deve ser desconectado do estudo dos estudos
sociais, artes ¢ humanidades (Sanders, 2009, p. 21, traducdo nossa).

A utilizagao de softwares educacionais permite explorar visualizagdes e simulacdes que
facilitam a compreensao dos conceitos abstratos do Calculo Diferencial e Integral, tornando o
aprendizado mais tangivel e significativo. Essa abordagem encoraja a explorar ativamente os
conceitos matematicos, desenvolvendo habilidades de resolugao de problemas e pensamento
critico.

O uso de tecnologias digitais no ensino de Matematica tem se consolidado como uma
estratégia potente para promover aprendizagens mais significativas, exploratorias e conectadas
com o cotidiano dos estudantes. Softwares graficos, ambientes de geometria dindmica,
simuladores e recursos audiovisuais oferecem novas possibilidades didaticas que rompem com
abordagens exclusivamente expositivas, promovendo maior interagdo entre conteudo, docente
e discente.

No contexto especifico do ensino de Calculo Diferencial e Integral, as tecnologias
digitais podem contribuir para a visualiza¢do de conceitos abstratos, como limites, derivadas,
integrais e areas sob curvas, favorecendo a construcao de significados por meio de
representacdes multiplas e dindmicas.

Diante disso, esta se¢do apresenta uma revisdo de literatura com o objetivo de investigar
como as tecnologias digitais vém sendo abordadas em pesquisas académicas relacionadas ao
ensino de Célculo. A elaboracdo desta revisdo seguiu os seguintes passos: inicialmente,
realizamos uma busca utilizando os termos “Historia da Matematica”, “Calculo Diferencial e
Integral”, “Tecnologias Digitais” e “Ensino de Matematica”. A partir destes termos, foram
utilizadas as seguintes sequéncias de busca: “Célculo Diferencial e Integral” AND “Histéria da
Matematica”; “Calculo Diferencial e Integral” AND “Tecnologias Digitais”; ‘Calculo
Diferencial e Integral” AND “Ensino de Matematica”; ‘Historia da Matematica” AND
“Tecnologias Digitais”; “Calculo Diferencial e Integral” AND “Histéria da Matematica” AND
“Tecnologias Digitais”; ‘Calculo Diferencial e Integral” AND “Historia da Matematica” AND
“Ensino de Matematica”; “Calculo Diferencial e Integral” AND “Tecnologias Digitais” AND
‘Ensino de Matematica”; ‘Historia da Matematica” AND “Tecnologias Digitais” AND “Ensino
de Matematica”; ‘Calculo Diferencial e Integral” AND “Histéria da Matematica” AND
“Tecnologias Digitais” AND “Ensino de Matematica”.

As buscas foram realizadas nas plataformas Capes T&D, Periddicos Capes e Biblioteca
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Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD), onde foram encontrados 401 trabalhos.
Apds um primeiro recorte temporal (2013 a 2023), restaram 228 trabalhos. Em seguida, foi feito
um novo recorte por tipologia, selecionando apenas Teses e Dissertagdes, o que resultou em 85
trabalhos. Desses, 68 estavam diretamente relacionados ao tema escolhido. Apos a exclusao de
trabalhos repetidos ou corrompidos, o total foi reduzido para 43 trabalhos, sendo 20 teses e 23
dissertagdes.

Dentre esses, fizemos os seguintes recortes por tema especifico: 8 Teses e 8 Dissertagdes
abordam a relacao entre Calculo Diferencial e Integral e Historia da Matematica; 9 Teses e 10
Dissertagdes tratam da conexado entre Calculo Diferencial e Integral ¢ Tecnologias Digitais; 3
Teses ¢ 5 Dissertagdes abordam a intersecdo entre Tecnologias Digitais e Historia da
Matematica. Neste trabalho, focamos nos trabalhos que abordam a conexdo entre Célculo
Diferencial e Integral e Tecnologias Digitais.

Neste, sdo analisadas teses e dissertacdes que abordam diferentes aspectos do ensino e
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral com o uso de Tecnologias Digitais. Essas
pesquisas trazem contribuicdes valiosas para a Educacdo Matematica, ao explorar novas

perspectivas tedricas, praticas pedagdgicas criativas e o papel das tecnologias digitais no ensino

superior.
Quadro 1: Levantamento de Teses
Autor/Ano Titulo Tecnologia Digital
Introdugdo a nogdes de Calculo Diferencial e Integral no ensino | GeoGebra e 0
Farias (2015) médio no contexto das TIC: implicagdes para pratica do | Winplot
professor que ensina matematica
Paranhos (2015) | Parametrizagdo ¢ Movimentagdo de Curvas e Superficies para | Winplot
uso em Modela¢do Matematica
Almeida (2017) Material para o ensino do Calculo Diferencial e Integral: GeoGebra
referéncias de Tall, Gueudet e Trouche
Silva (2017) A modalidade EAD semipresencial e a disciplina de Calculo | ATLAS.ti®
Diferencial e Integral
Brito (2019) Estudo do centro de massa em Calculo Diferencial e Integral: | GeoGebra
Uma abordagem Didética envolvendo recursos tecnoldgicos
Calculo Diferencial e Integral no curso de agronomia: Uma | GeoGebra, Excel,
Pereira (2019) perspectiva de trabalho de projetos com modelagem matematica | Maple e
e tecnologias digitais de informagdo e comunicacéo WolframAlpha
Prevot (2019) Uma Abordagem com Uso de M-Learning na Aprendizagem de | M-Learning
Calculo Diferencial e Integral em Cursos de Engenharia
Baseada em ABP e Modelagem Matematica
Backendorf Abstragdo reflexionante ¢ matematica dinamica: Compreensao | GeoGebra
(2020) do conceito de Integral dupla
Silva (2021) Uma contribuigdo pedagogica da visualizagdo dinamica no Widgets
ensino e na aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral

Fonte: Autor (2025)

ApOs a analise das teses, que aprofundam temas complexos e de amplo alcance no
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ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, direcionamos o foco para as
dissertacdes. Essas produgdes, geralmente com escopo mais especifico e pratico, oferecem
contribuicdes importantes e complementares, explorando metodologias, recursos
tecnolodgicos e contextos pedagogicos que enriquecem o panorama da Educagdo Matematica
em nivel superior. A seguir, sera apresentado um quadro e, em seguida, a descri¢dao

comentada das dissertagdes selecionadas para esta pesquisa.

Quadro 2: Levantamento de Dissertagdes

Autor/Ano Titulo Tecnologias Digitais

Ferrdo (2013) | Mapas conceituais digitais como elemento sinalizador da CmapTools
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral

Souza (2015) Do castelo de esperas a chegada da tecnologia: o uso do | Graphmadtica
Graphmdtica para o ensino de calculo

Pires (2016) As Influencias das Tecnologias da Informacao e Comunicagdo | Photomath, FX Calculus
nas Estratégias de Ensino e Aprendizagem de Calculo | Problem Solver,
Diferencial e Integral WolframAlpha e

GeoGebra

Alonso (2017) Aspectos visuais ¢ graficos do teorema fundamental do | GeoGebra
célculo

Waideman Um aplicativo para o estudo de derivadas Derivada Quiz

(2018)

Schaun (2019) | As Representagdes Tridimensionais das Superficies Quadricas | MateAR? e HP Reveal
na Disciplina de Calculo com Realidade Aumentada

Santos (2021) Sequéncia didatica digital com a tematica derivadas — um | sistema inteligente Siena e
experimento no ensino superior GeoGebra

Reis (2022) O emprego do software Maple como ferramenta educacional | Maple
de ensino-aprendizagem de calculo diferencial e integral por
meio do ensino hibrido, formato flex

Anjos (2023) O quiz interativo digital na identifica¢do de dificuldades de | MIT App Inventor
aprendizagem em calculo |

Carmo (2023) Praticas experimentais de Célculo com calculadoras Calculadoras

Fonte: Autor (2025)

As dissertagdes analisadas apresentam uma ampla variedade de abordagens e
perspectivas voltadas ao ensino e aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral, explorando
diferentes contextos educacionais, metodologias e recursos tecnoldgicos. Destacam-se
investigagdes que abordam a integracdo das Tecnologias da Informacdo e Comunicagdo
(TIC), especialmente softwares como GeoGebra e Winplot, como ferramentas fundamentais
para mediar a compreensdo de conceitos matematicos complexos, tais como funcgdes,
parametrizagdo, modelagem matematica e o conceito de centro de massa. A diversidade
metodoldgica ¢ evidente, com estudos que utilizam desde a observagdo participante, analise
qualitativa e teorias educacionais, at¢ a Engenharia Didatica, Analise Institucional e
Sequéncias Didéaticas, buscando promover um aprendizado mais aprofundado, significativo e

contextualizado.
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As pesquisas também evidenciam a importancia da pratica docente refletida,
destacando que a integracdo do Calculo Diferencial e Integral no ensino depende tanto do
dominio do contetdo e das tecnologias pelo professor quanto do engajamento coletivo em
comunidades de pratica, que favorecem a troca de saberes e a ressignificagao das praticas
pedagdgicas. Além disso, a adocdo de metodologias inovadoras, como a Aprendizagem
Baseada em Problemas (ABP), modelagem matematica aplicada, e o uso de ambientes
virtuais, incluindo modalidades semipresenciais ¢ a Educagdo a Distancia (EaD), tem se
mostrado promissora para ampliar o acesso, a motivacao ¢ o desempenho dos alunos,
especialmente em cursos de Engenharia e Agronomia, em que as dificuldades com a base
matematica sdo recorrentes.

Os resultados também indicam que a combinagdo de multiplos ambientes de
aprendizagem, como o uso de materiais didaticos elaborados com fundamentacdo tedrica
robusta, visualizagdes dinamicas, objetos de aprendizagem interativos, e ambientes
presenciais e digitais, contribui para o desenvolvimento de uma compreensao integrada dos
conceitos matematicos, favorecendo tanto a abstragao reflexionante quanto a autoavaliagao
dos erros pelos estudantes. Por fim, as teses reforgam a necessidade de articular teoria, pratica
pedagodgica e tecnologia para transformar o ensino de Calculo em uma experiéncia mais
acessivel, dinamica e colaborativa, capaz de promover a construgdo coletiva do conhecimento
e de superar desafios historicos no ensino dessa disciplina, tema que sera aprofundado nas
secdes seguintes deste trabalho.

Como também as dissertagdes demonstram a diversidade de abordagens e ferramentas
aplicadas ao ensino de Calculo Diferencial e Integral, revelando tanto os desafios quanto as
possibilidades que emergem no contexto educacional. Desde o uso de tecnologias digitais,
como softwares e aplicativos interativos, até¢ metodologias inovadoras, como monitorias
online e praticas experimentais, cada pesquisa contribui de forma singular para ampliar a
compreensao e o enfrentamento das dificuldades de aprendizagem. Embora cada estudo tenha
explorado aspectos especificos, como a relevancia do conceito de funcdo, a integracdo de
tecnologias digitais e as praticas avaliativas, todos convergem ao destacar a necessidade de
estratégias pedagdgicas mais inclusivas, dinamicas e voltadas para a construgdo de
significados. Esses trabalhos refor¢am a importancia de alinhar recursos tecnologicos, praticas
docentes e objetivos pedagogicos para transformar o ensino de Calculo em uma experiéncia

mais acessivel e significativa, o que serd aprofundado nas proximas discussdes deste trabalho.
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3.1  Videos Digitais

O uso de videos digitais como recurso didatico tem se consolidado como uma
estratégia significativa no ensino de Matematica, especialmente diante da crescente
popularizacdo das tecnologias moveis e do acesso a internet. Por integrarem som, imagem,
fala e movimento, os videos proporcionam uma abordagem multimodal, ampliando as formas
de representagdo e compreensdo dos conceitos matemadticos. Essa linguagem audiovisual,
proxima do cotidiano midiatico e cultural dos estudantes, favorece o engajamento e aproxima
o ensino de suas realidades.

Segundo Fontes et al. (2019), quando utilizados com planejamento adequado e
objetivos pedagdgicos bem definidos, os videos podem desempenhar um papel relevante na
mediagdo da aprendizagem. Mais do que simples apoio ao conteudo, eles podem funcionar
como ferramentas para andlise, investigacdo, discussdo e até mesmo produgdo de
conhecimento por parte dos estudantes. Além disso, incentivam a autoria e a criatividade,
dialogando com diferentes abordagens contemporaneas da Educacdo Matematica, como o uso
das tecnologias digitais, a valorizacdo da participagdo discente e a formagao critica.

Nesse mesmo sentido, Borba, Souto e Canedo Junior (2022) analisaram os impactos
dos videos digitais e das transmissdes ao vivo ndo apenas na educacdo matematica, mas
também na sociedade de forma geral, especialmente durante a pandemia. Os autores destacam
que esses recursos tornaram-se fundamentais ndo s6 como instrumentos pedagdgicos, mas
também como meios para fomentar uma educagdo mais critica, interativa e participativa.

Diante desse contexto, os videos digitais aparecem como uma alternativa promissora
para estabelecer conexdes entre a Historia da Matematica e o uso de Tecnologias Digitais. No
entanto, como apontam Borba, Souto e Canedo Junior (2022), embora existam iniimeros
softwares, aplicativos e pacotes multimidia disponiveis para a criagdo de videos educativos,
muitos deles apresentam uma curva de aprendizagem elevada. Esses programas
frequentemente exigem que o professor compre, aprenda e manuseie ferramentas
especializadas, muitas vezes complexas, envolvendo recursos graficos, repeticao de comandos
e apresentacdo de parametros matematicos.

Dessa forma, torna-se evidente a necessidade de métodos mais acessiveis, de uso
simples, com fundamentacdo matematica sélida e, preferencialmente, baseados em codigo
aberto. Tais solugdes poderiam viabilizar a producao de videos digitais educativos sem
demandar a aquisi¢ao de softwares caros ou o dominio de ambientes técnicos excessivamente

complexos.
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3.2 Animac¢oes matematicas com Manim

Nesse contexto, encontramos a biblioteca de Python denominada Manim
(Mathematical Animation Engine), que foi criada por Grant Sanderson, conhecido pelo
projeto 3BluelBrown. O Manim foi desenvolvido para criar animagdes precisas usando
programacao em Python, que permite produzir videos digitais de animag¢des matematicas,
oferecendo um controle flexivel e preciso de todos os elementos nos videos digitais (Castillo;
Sanchez; Teixeira, 2024).

As representagdes visuais desempenham um papel fundamental no ensino da
matematica, facilitando a compreensdo de conceitos abstratos e o desenvolvimento de
habilidades para a resolucdo de problemas. Nesse contexto, as animagoes digitais criadas com
0 Manim (Mathematical Animation Engine) destacam-se como uma ferramenta inovadora,
oferecendo aos alunos uma maneira dindmica e interativa de visualizar conceitos matematicos
(Teixeira et al., 2025). O Manim é uma biblioteca em Python desenvolvida por Grant
Sanderson, conhecido pelo projeto 3BluelBrown, que permite a criagdo de animacgdes
matematicas precisas e flexiveis, integrando-se facilmente com outras bibliotecas Python
(Castillo; Sanchez, 2023).

Uma das principais vantagens do Manim ¢ sua capacidade de transformar contetidos
tradicionalmente algébricos em visualizagdes geométricas dindmicas, que podem ser
abordadas de forma visual e intuitiva por meio de animagdes que ilustram o processo passo a
passo (Teixeira et al., 2025). Essa abordagem ndo apenas torna o conteido mais acessivel,
mas também conecta os alunos com a historia da matematica, enriquecendo sua aprendizagem.

O projeto AM? (Animagdes Matematicas com Manim), desenvolvido por Castillo e
Sanchez (2025), visa capacitar professores a utilizar o Manim em suas praticas pedagdgicas.
O projeto enfatiza a criacdo de roteiros didaticos bem estruturados, que combinam rigor
matematico com criatividade, permitindo a explora¢ao de conceitos como derivadas, limites e
fungdes de forma visual e interativa. Por exemplo, animacdes que mostram a derivada como
o limite da razdo entre as variacdes de y e x ajudam os alunos a compreenderem a ideia de
inclinagdo da tangente de maneira concreta (Teixeira ef al., 2025).

Além disso, o Manim permite a combinag¢do de diferentes representacdes matematicas
em uma Unica cena, como equacoes, graficos e derivadas, o que beneficia alunos com diversos
estilos de aprendizagem. Essa multimodalidade ¢ particularmente 1til no ensino do calculo
diferencial, em que conceitos abstratos podem ser ilustrados de forma dinamica (Teixeira et
al., 2025). No entanto, apesar de suas potencialidades, o uso do Manim apresenta desafios,

como a curva de aprendizado inicial associada a programac¢do em Python e a necessidade de
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infraestrutura tecnoldgica adequada (Castillo; Sanchez, 2023).

As animag¢des matematicas com Manim representam uma ferramenta poderosa para o
ensino, promovendo uma aprendizagem mais visual, interativa e contextualizada. Futuras
pesquisas podem explorar o impacto dessas animagdes na retencdo de conceitos € no
desenvolvimento de habilidades metacognitivas, além de investigar sua aplicacdo em topicos
mais complexos, como equagdes diferenciais e integrais (Teixeira et al., 2025).

O Manim foi criado por Grant Sanderson, conhecido pelo projeto 3Bluel Brown. Essa
biblioteca foi desenvolvida para criar animagdes precisas usando programacao em Python.
Devido a escassa documentacao da versdo original, diversas pessoas comegaram a produzir
tutoriais e materiais descritivos sobre a biblioteca. Isso deu origem a uma comunidade ativa,

com centenas de pessoas contribuindo com documentagao, tutoriais e exemplos.

Atualmente, existem trés versoes do Manim:

ManimGL: Manim Graphics Library ¢ a versdo original criada por Grant Sanderson, também
conhecido como 3BluelBrown, para o seu canal no YouTube. Ele comegou a desenvolver
ManimGL em 2018 para criar animagdes matematicas para seu canal no YouTube. A versdo
inicial foi usada em seus videos, que sao conhecidos por sua alta qualidade visual e clareza na
explicacdo de conceitos matematicos. Esta versdo utiliza OpenGL para renderizar graficos, o
que permite a criacdo de animacdes matemadticas de alta qualidade. No entanto, esta versao
ndo recebe mais atualizagdes frequentes e pode ser mais dificil de configurar e usar em alguns

sistemas.

ManimCE: Manim Community Edition ¢ a versao do ManimGL mantido pela comunidade.
Esta versdo tem como objetivo ser mais acessivel e receber atualizagdes regulares. Ela oferece
melhorias em termos de documentacao, facilidade de instalacao, novas funcionalidades e
correcdes de bugs. E a versdo recomendada para a maioria dos usuarios novos e aqueles

que procuram uma experiéncia mais estavel e suportada.

ManimCairo: Manim Cairo ¢ outra implementacdo do Manim que utiliza a biblioteca Cairo
para renderizacao de graficos em vez de OpenGL. A biblioteca Cairo ¢ conhecida por sua
capacidade de criar graficos vetoriais de alta qualidade. No entanto, esta versao ¢ menos

comum e pode ndo ter tantas funcionalidades ou suporte comunitario como o ManimCE.



26

Para a maioria dos usudrios, especialmente iniciantes, ManimCE ¢ a melhor escolha
devido ao suporte comunitério ativo, melhor documentacdo e facilidade de instalagdo. No
entanto, se vocé estd confortdvel com configuracdo de ambientes mais complexos e precisa de
funcionalidades especificas do OpenGL, pode considerar o ManimGL. O Manim Cairo pode
ser uma opg¢ao se vocé precisa especificamente de graficos vetoriais de alta qualidade e esta
familiarizado com a biblioteca Cairo. Neste trabalho, escolhemos trabalhar com ManimCE na
sua versao v0.18.1. ManimCE ¢ um fork do Manim original criado pela comunidade para
continuar o desenvolvimento da biblioteca apds o ManimGL ndo receber mais atualizagdes
frequentes. O fork oficial que deu origem a esta versdo do Manim foi criado em 21 de outubro
de 2020. Desde entdo, a comunidade tem trabalhado ativamente no projeto, adicionando
novas funcionalidades, melhorando a documentacdo e corrigindo bugs. Foi criado com o

objetivo de tornar o Manim mais acessivel, facil de usar e continuamente atualizado.

Figura 1. Logo do Manin

Fonte: THE MANIM COMMUNITY (2020). Disponivel em:
https://commons.m.wikimedia.org/wiki/File:Manim_icon.svg

Principais Caracteristicas:

A renderizacao com OpenGL ¢ uma das principais caracteristicas do Manim. O uso do
OpenGL permite a criagdo de animagdes suaves e complexas, oferecendo uma experiéncia
visual avancada. Outro ponto forte do Manim sdo as atualiza¢des frequentes. A comunidade
ativa mantém o software constantemente atualizado, adicionando novas funcionalidades,
corrigindo bugs e melhorando a documentacao.

A documentagdo e os tutoriais disponiveis para o Manim sdo significativamente
melhores em comparacdo com outras versdes. Existem muitos tutoriais que ajudam os
usuarios a aprenderem e explorarem as funcionalidades do software. A extensibilidade ¢ outro
aspecto importante, facilitando a adi¢do de novas funcionalidades e a personalizagdao das
animacdes conforme necessario.

A compatibilidade com Python ¢ um grande diferencial do Manim. A integragdo
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completa com Python permite que os usuarios aproveitem as bibliotecas Python em conjunto
com o Manim, aumentando a versatilidade e as possibilidades de uso do software. Segundo
Coluci (2022), Python ¢ uma linguagem muito popular e ¢ ensinada em varios cursos de

graduacao no Brasil.

Estrutura basica de uma cena em Manin:

No Manim, cada cena ¢ criada usando a classe “Scene”. Esta classe, propria do Manim
(ndo de Python), serve como um contéiner que contém e gerencia os objetos, agdes e
configuragdes de toda a animagdo que se esta criando. A maneira basica de criar uma cena
no Manim ¢ sistematizada no quadro a seguir. No entanto, ¢ importante mencionar que esta
estrutura ¢ comum a todas as animagoes a renderizar com o Manim. A qual podera ser mais

complexa ou menos, dependendo do que se planeja exibir.

Quadro 3- Estrutura basica de uma cena em Manin

Estrutura Descricao

Criacdo do cenario coma | Para criar uma cena ¢ necessario definir uma nova classe que herde da classe
classe “Scene” Scene, mantendo Scene para animagdes em 2D e a classe ThreeDScene para

animag¢des em 3D, incorporadas no Manim. Isto permite que a classe

personalizada herde todas as funcionalidades e método da classe “mée” Scene.

Método construct() A classe Scene contém um método construct( ) que precisa ser implementado
em sua classe de cena personalizada. Este método serve como ponto de entrada
para definir o conteudo e as a¢des da cena. Dentro de construct( ), voc€ escreve
o codigo para criar objetos, anima-los e especificar agdes na cena.

Criar os objetos e Dentro do método construct( ), voc€ pode criar e manipular objetos matematicos

animacdes (MObjects) e outros objetos como textos, definir suas propriedades e aplicar
animacgdes neles. Esses objetos e animagdes definem os elementos visuais e
movimentos na cena.

Tempo e duracédo A classe Scene fornece um sistema de gerenciamento de tempo que rastreia a
progressdo da animagdo ao longo do video. Vocé pode especificar duragdes de
animacdes, adicionar pausas ou atrasos e controlar o tempo de sincronizagdo de
objetos e eventos dentro da cena,

Renderizar e exibir Depois de definir a cena e seu conteudo, vocé pode renderizar e exibir a
animacdo usando o mecanismo de renderizagdo do Manim. O motor que
transforma seu codigo e objetos em uma representagdo visual que pode ser
reproduzida, exportada e salva como um arquivo de video ou gif.

Fonte: Castillo; Sanchez; Teixeira (2024)

Na Figura 2, utilizando a estrutura basica descrita anteriormente. Como pode ser visto,
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a primeira linha definiu uma nova cena “CreateCircle” (este nome ¢ personalizavel) usando a
classe “Scene”. Logo foi utilizado o método construct(), sempre utilizando o atributo self.
Este atributo ¢ usado posteriormente nas ultimas linhas do codigo para criar as animagdes e

transformagdes para os objetos interagirem na cena.

Figura 2. Estrutura basica de uma cena

from manim import *

class Cr rele(Scene):

def construct(self):
circle = Circle()
circle.set fill(PINK, op
self.play(Create(circle))

Fonte: Castillo; Sdnchez; Teixeira (2024)

Ap6s a criagdo dos objetos, animagdes e defini¢do do tempo e duragdo destas, podemos
passar para a renderizagdo e exportagdo da cena. A renderizagdo no Manim refere-se ao
processo de conversdao de codigo, objetos e animacgdes escritos em Python em uma
representacdo visual, geralmente em um arquivo de video no formato MP4. Essa renderizagao
¢ realizada por um mecanismo que converte os quadros (frames) em um arquivo de video. Em
todas as versdes do Manim, a exportacao da animacao no formato de video pode ser feita em
trés principais qualidades: Alta (-gh), Média (-qm) e Baixa (-ql). Também existe a
possibilidade de exportar em 4K, porém, o tempo e sucesso da renderiza¢do dependerdo do
hardware utilizado. Para iniciar a renderizagdo, o codigo deve ser inserido na janela de
comando (PowerShell ou terminal CMD, ambos no Windows). Quanto menor a qualidade,
menos tempo levara para renderizar. Na Figura 3 apresentam-se os codigos para executar o

processo de renderizagdo em qualidade alta, média e baixa, respectivamente.

Figura 3. Codigos para renderizagdo no Manin

manim -pgh Circle.py CreateCircl

manim -pgm Circle.py CreateCircl
manim -pql Circle.py CreateCircl

Fonte: Castillo; Sdnchez; Teixeira (2024)
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Transformagoes e animagoes de MObjects:

O Quadro 2 apresenta uma visao geral das principais animagoes ¢ transformagdes que
sao comumente usadas no Manim. Os MObjects nao aparecerdo na tela a menos que esses
métodos sejam adicionados ao cddigo. No entanto, ¢ importante distinguir entre uma
animacdo e uma transformacao. No contexto do Manim, uma animacao representa um efeito
visual ou uma acao aplicada a um objeto ou a uma cena em uma duragdo especificada. Ela
define como um objeto muda e evolui ao longo do tempo, como o desvanecimento ou o
movimento na tela. Por outro lado, uma transformacao refere-se a uma alteragdo especifica
aplicada as propriedades de um objeto, como sua posicdo, escala ou rotagdo. Ela descreve a
modificacdo dos atributos de um objeto para obter um efeito visual desejado, como
dimensionar um objeto para tornd-lo maior ou mové-lo para uma nova posicdo. As

transformagdes podem ser usadas em animagdes para criar visualizacdes dindmicas e

interativas.
Quadro 4 - Visdo geral das animagdes ¢ transformagdes basicas no Manin
Nome do Método Tipo de Método Descricdo

Add() Animagio Adiciona o MObject especificado a cena,
tornando-o visivel e interativo.

Write( ) Animagio Revela um MObject baseado em texto,
exibindo gradualmente cada caractere como
se estivesse sendo escrito.

Create( ) Animacio Faz com que um MObject aparega na cena
como se estivesse sendo criado do zero

Fadeln() Animacio Faz com que um MObject apareca
gradualmente, esvaecendo-o a partir da
transparéncia

FadeOut() Animacgao Faz com que um MObject desapareca

gradualmente, esvaecendo-o até a
transparéncia.

Wait( ) Animagcio Pausa a animag¢@o por uma duragéo
especifica.

ReplacementTransform( ) Transformagao Transforma um MObject em outro,
mantendo a posicao e o estado da animacao.
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Scale() Transformagio Redimensiona um MObject aumentando ou
diminuindo sua escala com base no fator de
escala especificado

Move_to() Transformagio Move um MObject para uma posigdo
especifica na tela, fazendo uma transi¢éo

suave para o novo local.

Next_to() Transformagao Posiciona um objeto proximo a outro.

Shifi() Transformagio Desloca um MObject em um vetor de
deslocamento especificado, alterando sua
posicao na cena.

Fonte: Castillo; Sanchez; Teixeira (2024)

Controle de camera:

No Manim, o controle da camera refere-se a capacidade de manipular o ponto de vista
e o enquadramento da cena que estd sendo renderizada. A camera serve como uma “lente
virtual” por meio da qual o publico v€ a animagdo. O controle da cAmera no Manim permite
ajustar a posi¢cdo, o nivel de zoom e a rotagcdo para obter diferentes perspectivas ¢ efeitos
visuais. Ao alterar os parametros da camera, voc€ pode controlar qual parte da cena fica

visivel, o enquadramento dos objetos e a composicdo geral da animacao.

4 METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

No campo da Educagdo Matematica, Fiorentini e Lorenzato (2006, p. 110) ressaltam
que a abordagem qualitativa “busca investigar e interpretar o caso como um todo organico,
uma unidade em a¢do com dinamica propria, mas que guarda forte relacdo com seu entorno e
contexto sociocultural”. Nessa perspectiva, conforme apontam Bogdan e Biklen (1994, p. 67),
a investigacdo qualitativa tem como finalidade “gerar teoria, descricdo ou compreensao”, ou
seja, busca compreender os processos pelos quais os sujeitos constroem significados em torno
do fendmeno investigado. Ainda segundo esses autores, ha um entendimento compartilhado
entre estudiosos da pesquisa qualitativa de que o papel do investigador “ndo consiste em
modificar pontos de vista” dos participantes, mas sim em compreender suas percepgoes € as
razdes que os levam a adota-las e coloca-las em pratica (Bogdan; Biklen, 1994, p. 138).

Esta pesquisa possui abordagem qualitativa de cunho bibliografico, com elementos de
pesquisa historica, buscando articular contribuig¢des epistemoldgicas da Matematica ao ensino

do conceito de area por meio do uso de tecnologias digitais.
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A pesquisa bibliografica ¢ desenvolvida com base em materiais ja publicados, como
livros, artigos cientificos, publicacdes em periddicos, jornais, boletins, monografias,
dissertacdes e teses. Seu principal objetivo € proporcionar ao pesquisador um contato direto
com o que ja foi produzido sobre o tema investigado. Nessa modalidade de pesquisa, ¢
fundamental que o pesquisador analise criticamente os dados obtidos, atentando-se para
possiveis incoeréncias, contradigdes ou limitagdes presentes nas obras consultadas (Prodanov;
Freitas, 2013).

Na pesquisa bibliografica, ao estabelecer relacdo entre os objetos de estudo das
pesquisas ja existentes e examina-las em consonancia umas com as outras, temos a
possibilidade de vislumbrar perspectivas capazes de orientar praticas educacionais e
estratégias de formagao de professores que ensinam matemadtica (Lakatos; Marconi, 2003).

O percurso metodologico se fundamenta na perspectiva da Historia da Matematica
como elemento formativo e didatico, alinhando-se a concep¢do de que o conhecimento
matematico ¢ um produto histérico e cultural. A investigacdo também dialoga com
pressupostos da Educacdo Matematica que valorizam a mediagdo tecnologica na constru¢ao
de significados conceituais.

Para a operacionaliza¢do do desenvolvimento da pesquisa, foram estabelecidas cinco
etapas articuladas entre si, a serem desenvolvidas: 1.%) levantamento, organizacdo e
sistematizacdo das pesquisas; 2.%) selecdo e estudo de tecnologias digitais para animacgdes
matematicas; 3.%) sistematizacdo historica e epistemoldgica do conceito de area; 4.%)

elaboracdo de animagdes digitais com base na historia da matematica; 5%) produgdo

bibliografica.
Quadro 5 - Etapas da pesquisa
Etapas Descri¢io

L Nesta primeira etapa, realizamos a identificagdo e andlise de

1) Le.vantam-entog orgamizacao | nesquisas publicadas concernente ao desenvolvimento histérico do

e sistematizacao das Calculo Diferencial e Integral, ¢ também, a respeito da utilizagdo
pesquisas de softwares que auxiliam os processos de ensino e aprendizagem

de Célculo Diferencial e Integral.
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2) Selecdo e estudo de tecnologias
digitais para animacdes
matematicas

Esta etapa envolveu a caracterizagdo de tecnologias digitais com
potencial para a criacdo de animagdes matematicas. Optou-se pelo
uso do Manim (Mathematical Animation Engine), uma biblioteca
Python voltada a produgdo de videos educacionais com
representagdes matematicas dindmicas. O Manim foi escolhido por
permitir a modelagem precisa de objetos matematicos, além de
possibilitar a integragdo de textos, graficos, formas geométricas e
transformagdes visuais. Durante essa etapa, foi realizado um estudo
da estrutura do software, de sua sintaxe, dos tipos de animagdes
possiveis e dos recursos de renderizacao e exportagdo em video.

3) Sistematizacao histérica
e epistemolégica do conceito

de area

Esta etapa consistiu na selecdo, organizagio e analise de episddios
historicos relevantes a génese e ao desenvolvimento do conceito de
area, desde a Antiguidade até a formulagdo do Teorema
Fundamental do Calculo (TFC). Foram utilizadas fontes
bibliograficas, como tratados classicos, obras de divulgagdo
cientifica, artigos académicos e materiais didaticos que exploram a
Histéria da Matematica. A énfase recaiu sobre contribui¢des de
matematicos como Eudoxo, Arquimedes, Cavalieri, Newton,
Leibniz e Riemann, com especial atencdo ao método da exaustao e
ao processo de formalizacdo da integracdo definida. Essa
reconstrucao cronoldgica e conceitual subsidiou a base tedrica para
a construcdo dos materiais digitais.

4) Elaboracio de animacoes
digitais com base na historia da
matematica

Na terceira etapa, com base nos episddios histdricos previamente
sistematizados, foram elaboradas animag¢des matematicas com o
uso do Manim. O processo de criagdo foi guiado pela logica
historica e pelo objetivo didatico de promover uma compreensao
mais visual, interativa ¢ contextualizada do conceito de area. As
animagdes buscaram representar geometricamente as ideias de
aproximagdo de areas por poligonos (método da exaustdo), a
transi¢@o para métodos infinitesimais e a sintese formal do conceito
de integral. Cada video foi roteirizado com base nos conceitos
matematicos e na narrativa historica, e posteriormente codificado e
renderizado para ser utilizado como recurso audiovisual
educacional.

5) Producéao bibliografica

Esta prevista a publicac¢do dos resultados em artigos cientificos em
revistas especializadas na area de Educagdo Matematica, Ensino de
Matematica e Historia da Matematica. Além disso, apresentamos a
pesquisa em eventos académicos. Essas apresentagdes permitiram
a divulgagdo dos resultados parciais desta pesquisa para a
comunidade cientifica e proporcionaram oportunidades para
discussdes e colaboragdes.

Fonte: Autor (2025)

Dessa forma, a metodologia adotada permitiu a articulagdo entre fundamentos tedricos

e praticos, favorecendo uma compreensao mais profunda do conceito de area a partir de sua

historicidade e de sua representagdo dindmica por meio das tecnologias digitais. Ao integrar

os aportes da Historia da Matematica com os recursos de visualizagdo proporcionados pelo

Manim, buscou-se promover uma experiéncia de aprendizagem mais significativa e

contextualizada, especialmente no que diz respeito ao ensino do Calculo Integral.




33

Além disso, o percurso metodologico evidenciou o potencial das animagdes
matematicas como ferramentas mediadoras na construcao de sentidos conceituais ¢ historicos.
A sistematizagdo das etapas contribuiu nao apenas para o desenvolvimento dos produtos
educacionais da pesquisa, mas também para a ampliacdo de possibilidades pedagogicas
voltadas a formagdo de professores e ao ensino da Matematica. As reflexdes que emergem

desse processo serdao aprofundadas na secdo de analise e resultados.

5 SISTEMATIZACAO HISTORICA E EPISTEMOLOGICA DO CONCEITO DE
AREA

A busca por calcular areas ndo ¢ nova: acompanha o pensamento humano desde a
Antiguidade. Muito antes do surgimento do célculo moderno, matematicos ja tentavam medir
0 espago ocupado por figuras curvas. Neste capitulo partiremos de uma linha do tempo,
evidenciando matematicos que contribuiram com o conceito de area ao longo da historia.

No mundo grego, um dos primeiros grandes avancos veio com Eudoxio de Cnido,
discipulo de Platdo. Diante da dificuldade de calcular a area de figuras curvas, Euddxio
desenvolveu o método da exaustdo, que consistia em aproximar uma area desconhecida por
meio de figuras conhecidas (como tridngulos e poligonos).

Eudoxo de Cnido foi um matematico, astronomo e filésofo grego, considerado um dos maiores
matematicos da Antiguidade. Ele nasceu na cidade de Cnido, na Asia Menor (atualmente
Turquia). O método da Exaustdo, segundo Baron (1987, p. 34), foi introduzido pela primeira
vez por Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) no intuito de descrever o processo criado por
Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) para evitar a passagem direta para o conceito de limite, usado
para provar que as areas dos circulos sdo proporcionais aos quadrados de seus didmetros. De
acordo com Miles e Bussab (1999, p. 58), o “Método de Exaustdo” de Eudoxo utilizava
poligonos regulares inscritos com um numero crescente de lados e o termo exaustdo vem da
ideia de os poligonos irem preenchendo a é4rea do circulo, a seguir uma representacao

geométrica trazida pelos autores.

Figura 4: Método da Exaustdo de Eudoxo de Cnido

TN i =TSN
/ o 33
| | | | | ‘

Fonte: Milies e Bussab (1999).
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Nesse contexto, Bongiovanni (2005), traz a ideia de poligonos regulares inscritos em

figuras curvas, como circulos.

Figura 5: Poligonos regulares inscritos num circulo

Fonte: Bongiovanni (2005, p. 105)

De acordo com a imagem a seguir, podemos ver que o método da exaustdo de Eudoxo
de Cnido realmente utilizava poligonos regulares inscritos com um numero crescente de lados
e intuitivamente podemos perceber como a area desses poligonos regulares com niimero

crescente de lados preenche a area do circulo.

Figura 6: Aumento de lados de Poligonos pelo método da Exaustao

Fonte: Bongiovanni (2005, p. 106)

Mais adiante, ainda no trabalho de Bongiovanni (2005) podemos ver que tais
poligonos regulares sdo transformados em tridngulos isdsceles cuja medida dos lados

congruentes ¢ igual ao raio do circulo.

Figura 7: Poligonos regulares sendo dividido em tridngulos isosceles

Fonte: Bongiovanni (2005, p. 107)
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Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) ¢ considerado um dos maiores matematicos
da Antiguidade, destacando-se pela originalidade de seus métodos e pelo rigor demonstrativo.
Suas contribui¢des foram tao significativas que anteciparam ideias centrais do célculo integral
em cerca de dois milénios, como apontado por Sa (2011) apud Marques et al. (2024). Entre
suas técnicas mais notaveis, encontra-se o método da exaustdo, uma abordagem primitiva
de integracdo que permitia a estimativa de 4reas e volumes de figuras curvas por meio da
utilizac¢ao de poligonos inscritos e circunscritos, com niumero de lados cada vez maior. A ideia
era que, ao aumentar indefinidamente o nimero de lados dos poligonos, suas areas tenderiam
a area da figura desejada.

Esse método se fundamenta nos estudos anteriores de Eudoxo de Cnido, que
desenvolveu um rigoroso método geométrico para lidar com grandezas incomensuraveis, o
que marcou uma resposta a crise das proporgdes pitagoricas. Arquimedes, no entanto,
aperfeicoou a técnica ao utilizar dois tipos de aproximagdes: interna e externa a figura curva.
Esse refinamento metodologico permitiu, por exemplo, uma aproximacao precisa do nimero
m utilizando poligonos regulares de até 96 lados, chegando ao valor de 3,142, muito proximo
ao aceito atualmente (Marques et al., 2024).

No contexto da matematica grega antiga, em que ainda ndo existia a nog¢ao de limites
e o infinito representava um desafio tratado como ‘“horror ao infinito”, Arquimedes
desenvolveu métodos engenhosos para calcular areas de figuras curvilineas (Messias;
Brandemberg; Moraes, 2023). Sua abordagem para determinar a area sob um segmento
parabolico destaca-se como um dos primeiros exemplos bem-sucedidos de célculo de areas
limitadas por curvas.

Entre essas realizagOes, destaca-se a obra Quadratura da pardbola, na qual
Arquimedes aplicou o método de exaustdo para determinar a drea A de um segmento
parabolico, a regido delimitada entre uma parabola e uma reta. De acordo com Boyer (2014,
p. 80), esse feito foi um marco no uso da soma de infinitas parcelas para obter uma area
exata, séculos antes do surgimento formal do calculo. Arquimedes demonstrou que a area
A dessa regido ¢ igual a 4/3 da area de um tridngulo inscrito com a mesma base e altura.

Conforme mostrado por Silva (2014, p. 69), o método arquimediano inicia-se com a
constru¢do de um tridngulo inscrito no segmento parabodlico, utilizando como base a corda
AB e como vértice o ponto de maior altura da parabola. Esta construcdo geométrica inicial

estabelece a primeira aproximacao para a area desejada.
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Figura 8: Segmento parabdlico APB com tridngulo inscrito AAPB

Fonte: Silva (2014, p. 69.)

Em seguida, conforme ilustrado por Silva (2014, p. 72), o segmento parabdlico ¢
subdividido em dois novos tridngulos menores, inscritos sobre os lados do triangulo anterior.

Cada novo par de tridngulos possui, em conjunto, um quarto da area do tridngulo inicial.

Figura 9: Processo de subdivisdo do segmento parabolico

Fonte: Silva (2014, p. 72.)

Esse processo continua indefinidamente, somando areas em uma progressao
geométrica:

W

101 11
A=T+—T+—T+-~-=T(1+—+—+---> T

4 42 4 42

Que podemos escrever na linguagem moderna como:
n

A =T lim (z)

i=0

i

: ’ 7 y, ~ 1
Considerando a soma das areas como uma série geométrica de razdo r = |Z| <1,
temos que a série ¢ convergente ¢ a area total ¢ dada pelo limite das somas parciais.
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Assim, conforme destacou Boyer (2014, p. 80), Arquimedes demonstrou
rigorosamente que a area total do segmento parabodlico € quatro tergos da area do tridngulo
inscrito. Esse resultado ¢ notavel por ter sido obtido por meio de raciocinio geométrico puro,
em um contexto histérico que rejeitava abertamente o uso do infinito como entidade

concreta.

Figura 10: Ilustragdo do processo iterativo

Fonte: Boyer (2014, p. 88.)

. . .. 1
Silva (2014, p. 38) comenta que “Arquimedes percebeu que se adicionarmos 3 da
ultima area no final da soma anterior, independentemente do valor de n, sempre obteremos
4 . . . , .
5”. Isso evidencia a regularidade e o refinamento do método empregado. Ainda segundo

Silva(2014, p. 18), a Proposi¢ao 1 da obra fundamenta-se no principio de que “se de uma
grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua metade [...] se chegara por fim a
uma grandeza menor do que qualquer outra predeterminada”, o que corresponde diretamente
ao conceito moderno de limite.

Embora fosse evidente a intuigdo experimental no trabalho de Arquimedes, o rigor
exigido pela matematica grega exigia demonstragdes formais. Assim, ele recorreu ao que hoje
conhecemos como dupla redugdo ao absurdo, pratica que mais tarde seria nomeada como
“exaustao” por Grégoire de Saint-Vincent. Segundo Moraes (2021), esse tipo de

procedimento, baseado em repeti¢des infinitas, foi predominante até o século XVII, quando os
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matematicos passaram a trabalhar com a ideia de passagem direta ao limite. Foi nesse processo
que surgiram as formulacdes do célculo infinitesimal por Newton e Leibniz, cujas descobertas
se assentaram em grande medida nos métodos inaugurados por Arquimedes.

Dessa forma, evidencia-se que os métodos cinematicos e infinitesimais arquimedianos
constituiram fundamentos essenciais para o desenvolvimento do calculo moderno,
reafirmando seu lugar de destaque na historia da matematica.

A evolugao do calculo integral passa por diversos estagios histdricos, € uma dessas
raizes encontra-se na obra de Muhammad ibn Miisa, Al-Khwarizmi, matematico persa do
século IX. Seu tratado al-jabr wa’l mugabalah ndo apenas fundou a dlgebra sistematica, como
também apresentou maneiras visuais e geométricas de lidar com equacdes, antecipando ideias
fundamentais ligadas ao conceito de area, central no calculo integral.

Em um dos exemplos descritos por Boyer (1996, p.158), Al-Khwarizmi resolve a
equagdo x% + 10 = 39 por meio de raciocinio geométrico, utilizando figuras visuais. Ele
representa o termo x? como um quadrado e os termos lineares como retangulos. Ao reorganizar
essas formas, chega-se a solucdo correta da equacdo. Essa técnica, conhecida como completar
o quadrado, permite visualizar areas como partes que se somam ou se equilibram, uma

estratégia que, mais tarde, seria essencial para o pensamento integral.

Figura 11: Representagdo geométrica do método de completar o quadrado,
p— ey

|
C

b

/S /S ——

Fonte: Boyer (1996, p.160)

Esse raciocinio visual aparece em um problema atribuido a Heron de Alexandria.
Al-Khwarizm1 analisa um tridngulo isosceles com um quadrado inscrito em sua base. Ele

calcula a area total do triangulo como 48 metros quadrados e, a partir disso, deduz o lado

4 . g .
do quadrado como < metros. Essa maneira de dividir uma figura conhecida em partes menores
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para encontrar uma medida especifica ¢ bastante semelhante ao raciocinio que sustenta o

calculo integral.

Figura 12: Problema geométrico envolvendo quadrado inscrito em triangulo, resolvido por al-Khwarizmi

10 10

3 3
33 43 3%
Fonte: Boyer (1996, p.161)

Além disso, Boyer comenta que o matematico ‘Abd al-Hamid ibn Turk também tratou
de equagdes quadraticas e utilizou figuras geométricas para ilustrar quando essas equagdes
nao tinham solugdo. Ele mostrou, por exemplo, que certas configuragdes espaciais indicavam
a impossibilidade de encontrar raizes reais, antecipando a no¢do moderna de discriminantes e
o uso do espago como forma de justificar resultados.

Boyer (1996) destaca que, apesar de a algebra arabe ser retorica, ou seja, sem simbolos,
havia grande clareza na abordagem geométrica. Isso pode ser observado na figura 11, na qual
retangulos sdo subdivididos para representar diferentes termos algébricos. Mesmo sem a
notacdo algébrica que conhecemos hoje, Al-Khwarizmi conseguia relacionar niimeros e
espaco por meio de representagdes visuais, o que ¢ essencial para compreender como a area
pode ser manipulada matematicamente.

Portanto, embora Al-Khwarizmi ndo tenha criado o calculo integral, ele contribuiu
para a constru¢do do conceito de area como ferramenta matematica. Seu uso de figuras para
resolver problemas e ilustrar equagdes demonstra uma abordagem que vai muito além da
algebra: revela um modo de pensar que seria fundamental para que, séculos depois,
matematicos como Newton e Leibniz pudessem formalizar a integracao e calcular areas sob
curvas com precisdo analitica.

No inicio do século XVII, enquanto a Europa fervilhava de descobertas e
renascimentos cientificos, um monge italiano, Bonaventura Cavalieri (1598-1647),
vislumbrava um novo modo de medir o continuo. Inspirado por seu mentor Galileu Galilei,
Cavalieri dedicava-se a um conceito ousado para sua €poca: E se as areas planas e os volumes

solidos pudessem ser compostos por infinitas “linhas™ ou “planos” indivisiveis em vez de
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unidades discretas? Nascido da tradi¢do geométrica dos gregos, que usavam o método da
exaustdo para provar teoremas com rigor espartano, Cavalieri ousou trocar o rigor absoluto
por uma ideia poderosa, embora ainda imprecisa: se duas figuras forem formadas por
conjuntos de segmentos paralelos (ou "indivisiveis") de mesma medida, entdo terdo areas
iguais. Este raciocinio, depois chamado Teorema de Cavalieri, parecia heresia matematica,
mas era engenhoso.

Segundo Baron (1985), Cavalieri concebia uma figura plana composta por um niimero
infinito de retas paralelas equidistantes, ¢ um sélido como formado por infinitos planos
paralelos. A comparagdo entre areas e volumes era feita por meio da comparagao entre esses
indivisiveis: “Em nota¢do moderna, se em duas figuras planas A; e A,, para todo par de
intersegdes correspondente I e l,, l; = [,, entdo A; = A,, pois de algum modo ). [; = A; ¢
Y. 1, = A,” (Baron, 1985, p. 12). Em que ), l; = Soma de todas as retas da figura.

Com isso, Cavalieri desenvolveu um método sistematico de integragcdo antes mesmo

de o calculo ser formalizado. Em sua obra Geometria Indivisibilibus Continuorum (1635),
ele aplicou esse pensamento para determinar areas sob curvas e volumes de figuras, como
parabolas, conicas e até espirais. Usava relagdes proporcionais entre “poténcias” das linhas,

antecipando féormulas como:

b n+1
j x"dx = — 1,para qualquer numero naturaln € N tal quen <9
0

Muito antes dessa notagdo existir! Por exemplo, ele demonstrava, geometricamente, que

, . . b2
a 4rea sob y = x de 0 a b era proporcional a b%, o que hoje sabemos valer 5

E verdade que seus contemporaneos criticaram seus métodos como obscuros ou
inconsistentes; afinal, os indivisiveis pareciam desafiar os alicerces da geometria classica. Mas
muitos também reconheceram sua forga pratica. Os métodos de Cavalieri foram amplamente
utilizados no século XVII, influenciando diretamente Newton, Wallis e outros pioneiros do
calculo.

Como observa Baron (1985, p. 13), “tdo uteis, importantes e poderosas tornaram-se
essas técnicas que, para muitos matematicos do século XVII, os fins justificavam os meios”.
Mais que um técnico da matematica, Cavalieri foi um visiondrio do infinito, que
pavimentou o caminho para a integra¢do. Seu método com indivisiveis ndo era apenas

uma ideia, era um precursor claro do calculo integral, que nasceria formalmente décadas
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depois.

Durante séculos, os matematicos se depararam com um desafio fascinante: como
medir a drea de uma regido curva? Enquanto a area de quadrados e tridngulos era conhecida
desde a Antiguidade, a area sob uma curva permanecia envolta em mistério. Essa busca
culminou, no século XVII, em uma descoberta monumental: o Teorema Fundamental do
Calculo.

Essa historia passa por dois dos maiores nomes da matematica: Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz, cujos caminhos, embora distintos, convergiram para a mesma
verdade profunda: drea e taxa de varia¢do sdo operagdes inversas.

Isaac Newton nasceu na Inglaterra em 1642. Desde cedo, dedicou-se ao estudo do
movimento, da gravidade e das propriedades das curvas. Ao analisar curvas que
representavam a velocidade de um objeto ao longo do tempo, Newton fez uma observagao
notavel: a area sob a curva de velocidade representava a distancia percorrida pelo objeto.

Mais que isso, Newton percebeu que essa area crescia a medida que o tempo passava.
Isso o levou a uma ideia radical para a época: tratar a area como uma quantidade que varia

continuamente.

Figura 13: Curva ABC, retangulo DEGH representando variagdo de area.
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Fonte: Perkins(2012, p. 78)

Nas palavras de Perkins: “O insight de Newton aqui foi tratar a area abaixo da curva
ABC como uma quantidade variavel.” (PERKINS, 2012, p. 78, tradug@o nossa)

Ele observou que, ao deslocar um ponto D sobre o eixo horizontal, a variagao da area
sob a curva poderia ser aproximada por um pequeno retangulo.

A fundamentacdo do Teorema Fundamental do Calculo, sob a ética de Isaac Newton,

reside na interpretagdo da area sob uma curva (quadratura) como uma grandeza dindmica. Ao
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associar a curva ABC a velocidade de um corpo, a area acumulada passa a representar a distancia
percorrida.

Conforme ilustrado na Figura 13, ao considerar um incremento infinitesimal DE no eixo
horizontal, surge uma variagao na area correspondente a regido D EF B. Newton propde a existéncia

de um retangulo equivalente DEGH, cuja area iguala-se a de DEFB, estabelecendo a relacdo:

mudanca na area ADB

DH =
mudanca na horizontal DE
Essa razdo traduz-se como:

DH — mudanca na distancia no tempo DE

mudanc¢a no tempo DE

O ponto crucial do argumento ocorre no limite: quando o intervalo DE tende a zero
("infinitamente pequeno"), a altura DH converge para a altura DB da curva. Portanto, Newton
demonstra que a altura da curva em um ponto D ¢ idéntica a taxa de variagdo da sua quadratura

naquele ponto:

DB = taxa de varia¢ao de ABD no ponto D

Mas DB ¢ a altura da curva ABC em D ao longo da horizontal; assim, Newton descobriu
uma ligacdo entre uma curva, sua quadratura e a taxa de variagdo da quadratura:

A altura desse retdngulo representava a taxa de crescimento da drea. Ao tornar esse
deslocamento infinitamente pequeno, a altura do retangulo se igualava a altura da curva
naquele ponto. Assim, Newton concluiu: “A altura de uma curva em um ponto ao longo da
horizontal ¢ igual a taxa de variacdo da quadratura da curva nesse ponto.” (PERKINS, 2012,

p. 79, traducao nossa)

Essa foi a primeira face do teorema: a derivada da area sob a curva € a propria curva.
Newton ndo se contentou apenas em derivar areas. Ele queria saber: seria possivel fazer o
caminho inverso? Para validar sua descoberta, Newton aplicou o conceito as curvas y =

3x%e z = x3, conforme ilustrado na Figura 14.
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Figura 14: Curvasy = 3x%ez = x%
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Fonte: Perkins(2012, p. 79)

Nesta construg¢do, a curva y representa a taxa de variacdo (derivada) da curva z.
Geometricamente, Newton demonstrou que a area acumulada sob a parabola y (regido OAC)
corresponde exatamente a ordenada AB da curva cubica z, em linguagem moderna,

escrevemos:
A
j 3x%dx = x3|5 = A3
0

Na demonstracdo de Newton que vimos nas imagens anteriores, o segmento
AB representa a altura (ordenada) da curva z = x3 no ponto A. E como a altura da curva no

ponto A ¢ exatamente A3, entio,
A
f 3x?dx = x3|4 = AB
0

Invertendo o raciocinio anterior: se antes a altura da curva era a derivada da area, aqui
Newton estabelece que a altura da fungao original (z) € o resultado da quadratura (integral) de
sua taxa de variacao (y). Este "fechamento do ciclo" € o que define a natureza inversa entre
diferenciagdo e integragao.

Ao considerar tais curvas, Newton percebeu que a inclinacao da curva z correspondia
a altura da curva y. Ou seja, a curva z era a integral da curva y. “A altura de uma curva em
um ponto ao longo da horizontal € igual a quadratura da taxa de variagdo da curva até esse

ponto.” (PERKINS, 2012, p. 79, tradugdo nossa)
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Figura 15: Area da regido 0AC = AB
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Fonte: Perkins( 2012, p. 80)

Na figura 15, Newton consolida a relacdo de "espelhamento" entre a quadratura e a
taxa de variacdo. Por meio da introdu¢do de um ponto P, tal que o segmento unitario OP = 1
define a base de um retdngulo auxiliar POIK, e demonstra-se que a area sob a curva y
acumulada até o ponto A (regidao OAC) equivale exatamente a altura AB da curva z naquele
mesmo ponto.

Conforme Perkins (2012, p. 80), Newton fundamenta a relag@o entre a quadratura (4rea)
e a taxa de variacdo utilizando o conceito de incrementos infinitamente pequenos. Ao posicionar

o ponto D de modo que o segmento AD tenda a zero, ele estabelece que a inclinagdo da reta
. . N ~ EG . T
tangente a curvazno ponto B equivale a razdo 5o Simultaneamente, essa inclinagdo ¢

representada pela altura AC da curva y no ponto correspondente. A partir dessa equivaléncia,

Newton desenvolve a seguinte cadeia de implicagdes matematicas:

AC =2
BG
=
EG = AC * BG
=
HI = AC * AD
=

area do retangulo KIH] = area da regidao ADFC
Ao tratar essa aproximag¢do como uma igualdade absoluta para intervalos

infinitesimais, Newton conclui que a soma dessas areas em todo o intervalo resulta em:
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area do retangulo POIK = area da regidao OAC

Enquanto Newton pensava em movimento e fisica, na Alemanha Leibniz estava
explorando o problema da area por meio da geometria. Newton pensou: “E se eu dividir a area
sob uma curva em infinitos tridangulos bem pequenos?” Esses tridngulos, chamados por ele de
tridngulos caracteristicos, tinham um lado que representava a inclina¢ao da curva (a derivada)
e outro que representava uma pequena parte da base (um incremento em x). Leibniz percebeu
que podia transformar o problema de encontrar uma area complicada em outro problema mais
simples, com base nesses tridngulos e retangulos. Esse processo ele chamou de transmutagao.
“Leibniz chamou essa equacgdo de seu teorema da ‘transmutacdo’.” (PERKINS, 2012, p. 83.

Tradugao nossa)

Figura 16: Curva ABC com tridngulo ABG e retdngulo EFML, destacando a transmutag@o.

o

—————a— %
z

Fonte: Perkins(2012, p. 82)

Esse teorema permitiu a Leibniz resolver, de forma geométrica, problemas que

pareciam intrataveis. Um de seus triunfos foi redescobrir a férmula de Jyesthadeva para :

T 1+1 1+
4 3 5 7

Que em linguagem moderna podemos escrever como:

e (=" (__1) = %, ou ainda, lim Zk=1 (-1 (—_1) - %'

2n—-1 2k—-1
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Utilizando seu método e relagdes entre tangentes, retangulos e curvas, ele obteve essa

série calculando a area de um quarto de circulo com raio 1.

Figura 17: Quadrante de circulo com construgdes geométricas para deduzir a série.

P - c

A=ae D
Fonte: Perkins(2012, p. 84)

Enquanto Newton preferia argumentos geométricos e palavras, Leibniz queria um
sistema simbolico universal. Foi ele quem criou os simbolos dx, dy, e o elegante [ (derivado
daletra S de “summa”), em que: dx representa um pequeno pedago no eixo x; dy, a variacdo
correspondente em y; [ v dx, a soma de todos os pequenos retangulos com altura y e largura
dx, ou seja, a area sob a curva. “Leibniz interpretou uma curva como a razao (em cada ponto)
do movimento vertical da curva em relagdo ao seu movimento horizontal.” (PERKINS,

2012, p. 95, tradugdo nossa).

Figura 18: Representagdo de dy, dx na parabola y = x?
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Fonte: Perkins(2012, p. 97)
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Essa notagdo deu clareza ao que Newton havia demonstrado: a derivada da area

acumulada ¢ a funcdo original, e a integral da derivada retorna a fungao:

~ ([ yax) e [ Fax-
“ax\J V)l Ty

“Ai estd o teorema fundamental do calculo em uma casca de noz.” (PERKINS, 2012, p.

99, tradugao nossa).

Figura 19: Curva y com area representada pela integral, ¢ a notagdo simbdlica do TFC.

area: fydx

Fonte: Perkins( 2012, p. 98)

A ideia de éarea percorreu uma longa jornada de figuras estaticas a no¢ao dinamica
de crescimento e mudanga. Newton a viu como algo que aumenta com o tempo; Leibniz
como algo que pode ser decomposto e reconstruido por simbolos.

Ambos revelaram que derivar e integrar sao opostos perfeitos: um desfaz o outro, e
juntos, constituem o coragao do calculo moderno. Suas ideias transformaram para sempre a
matematica, a fisica, a engenharia e a propria maneira como entendemos o mundo.

No inicio do século XIX, calcular areas sob curvas, ou seja, integrar fungdes ainda
era um desafio em termos de rigor matematico. Embora a ideia de integral fosse conhecida
desde os tempos de Newton e Leibniz, a pratica ainda se apoiava em intui¢des geométricas
e manipulagdes informais. Foi nesse cendrio que emergiu Bernhard Riemann (1826—1866),
que redefiniu o conceito de integral de forma a torné-lo uma ferramenta analitica rigorosa
(BRESSOUD, 2019, p. 163).

Riemann estabeleceu que a area sob uma curva poderia ser calculada pela soma de

pequenos retangulos desenhados sob ela, usando a férmula:
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i(xi —xi-)f(x7) = if(xl*)Axl

O valor da integral seria entdo o limite dessa soma, conforme os subintervalos se

tornassem infinitamente pequenos (BRESSOUD, 2019, p. 164), ou seja.

lim if(x;*)Axi = jb f0)dx

Essa abordagem era revolucionaria porque ndo apenas tornava o conceito de area
formalmente preciso, mas também permitia integrar fungdes com descontinuidades desde
que a variagao estivesse “controlada”.

“A funcado f ¢ integravel se, para qualquer valor 6 > 0, os pontos com variacdo maior que
6 puderem ser contidos em intervalos cuja soma dos comprimentos seja menor que um

valor dado ¢” (BRESSOUD, 2019, p. 164). Para mostrar o poder de sua definicdo,

Riemann construiu uma fungao impressionante:

RGx) = z ((1:26))
n=1

Essa fun¢do apresenta um ponto de descontinuidade em todo intervalo aberto, mas
ainda assim ¢ integravel, gracas a sua definicdo. Essa foi uma verdadeira prova de forca do
novo conceito de integral. “Riemann imediatamente produziu uma func¢ao que tem um ponto
de descontinuidade em todo intervalo aberto, por menor que seja, mas que, mesmo assim, €
integravel” (BRESSOUD, 2019, p. 165).

Essa definicdo moderna de integral, feita por Riemann, abriu o caminho para a
formulacdo rigorosa do Teorema Fundamental do Célculo (TFC). Esse teorema conecta dois

pilares do célculo: A integracdo, que mede areas e a derivagdo, que mede taxas de variacao.

Segundo o TFC, se uma fungéo f € continua em [a, b] e F € uma primitiva de f, entdo:

b
[ reax = Fo) - F@
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Esse resultado j& era conhecido desde Newton e Leibniz, mas foi com Riemann que
ele passou a ter base logica formal. Como afirma Bressoud (2019, p. 166), a definicdo de
Riemann “funciona perfeitamente para o propdsito que ele pretendia: estabelecer quando uma
fungdo ¢ integravel”.

Contudo, como destaca Almeida (2013, p. 8), a integral de Riemann tem limita¢des.
Mesmo que uma fun¢do tenha uma derivada (ou primitiva), isso ndo garante que ela seja
integravel segundo Riemann. Isso significa que o TFC ndo vale em todos os casos com essa
definicdao. “O Teorema Fundamental do Calculo nao ¢ geral na teoria de Riemann, pois a
existéncia de uma primitiva ndo garante que a fungao seja integravel” (ALMEIDA, 2013, p.
8).

Para resolver essas limitacdes, novas teorias de integracdo foram desenvolvidas: A
Integral de Lebesgue, mais poderosa, mas mais complexa; A Integral de Henstock-Kurzweil
(também chamada Riemann Generalizada), que estende a defini¢do de Riemann sem perder
sua simplicidade.

Essa ultima garante que toda fung@o que possui uma primitiva € integravel, ou seja,
torna o Teorema Fundamental do Célculo verdadeiramente geral (ALMEIDA, 2013, p. 9).
“Nesta teoria de integragdo, toda fun¢do derivavel possui integral, ou seja, o TFC ¢
geral” (ALMEIDA, 2013, p. 9).

A defini¢do de integral criada por Riemann revolucionou o célculo. Ela ndo apenas
permitiu integrar funcdes antes impossiveis, como também fundamentou com rigor o
Teorema Fundamental do Célculo, que passou a ter uma base sélida.

Mesmo que outras definigdes mais avangadas tenham surgido para lidar com os casos
que Riemann ndo contemplava, o seu trabalho continua sendo a base do ensino e da aplicagao

da integragao até hoje.

6 ANIMACOES MATEMATICA PARA O ENSINO DO CONCEITO DE AREA

Neste apartado, apresentamos de forma visual e explicativa as animagdes
desenvolvidas com Manin para o ensino do conceito de area, de acordo com a histdria criada
no topico anterior. Criamos 4 animag¢des matematicas com o Manim para representar
visualmente como ocorria em cada método, o processo de desenvolvimento do conceito de
area.

Animacio 1: Método da Exaustao de Eudoxo

O script escrito em Manim apresenta uma animagao que visa ilustrar o calculo da area
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do circulo por meio do método da exaustdo de Eudoxo, utilizando sucessivos poligonos
regulares inscritos. A construgdo se desenvolve de maneira gradual, com énfase na transicao
entre a visualizagdo geométrica e a interpretacdo algébrica, permitindo compreender como a
area do circulo pode ser aproximada por figuras poligonais. A seguir, apresenta-se uma
analise qualitativa das etapas da animacao.

A animagdo tem inicio com a constru¢do de um circulo branco de raio 3, centralizado
na tela. Um ponto ¢ marcado em seu centro e, em seguida, ¢ tragado um raio em direcao a
borda do circulo, com uma cor vermelha destacada. No canto superior direito da tela, ¢ exibida

(13

a equagdo que representa esse raio: “r = 3.00”. Ao mesmo tempo, no canto superior
esquerdo, aparece a formula da 4rea do circulo: A iyeyo = T2 ~ 28,27, apresentada em uma
tonalidade alaranjada. A cena pausa brevemente, oferecendo ao espectador tempo para
observar e entender os elementos que compdem essa introdugao.

Na cena seguinte, inicia-se uma sequéncia visual que representa o método de exaustdo
por meio da aproximagdo da area do circulo com poligonos regulares inscritos. Sao exibidos,
um a um, poligonos com 4, 6,8,10,12, 16, 20, 24 e 32 lados. Cada novo poligono substitui o
anterior na tela, mantendo o circulo original como base. Ao ser desenhado, o poligono azul ¢
subdividido em triangulos verdes translucidos que partem do centro do circulo. Um dos
tridangulos ¢ destacado com uma coloragdao mais forte e opaca. Sobre ele, ¢ tracada a base
(lado do poligono) e, a partir do centro, uma linha tracejada amarela representa a altura do
triangulo.

Junto a constru¢do do triangulo, sdo apresentadas informa¢des numéricas relacionadas

a sua geometria. No canto inferior direito, surgem trés expressdes que representam o calculo
. ; . b-h - .
da éarea do poligono: a formula geral A = n - —~ -2 substitui¢do pelos valores especificos de

base e altura, e o resultado da area calculada. No canto superior esquerdo, logo abaixo da
formula da area do circulo, aparecem dados complementares: o nimero de lados do poligono,
o valor da base b, a altura hhh, e a diferenca entre a drea do circulo e a 4rea do poligono,
destacada em vermelho. Essas informagdes variam a cada novo poligono exibido, revelando
como os valores se aproximam da area do circulo conforme o nimero de lados aumenta.

A partir da exibi¢do do poligono de 8 lados, uma nova informacao visual ¢ adicionada
no canto inferior esquerdo. Trata-se de uma comparagao entre a altura h do tridngulo e o raio
r do circulo, destacando a tendéncia de que, com o aumento do nimero de lados, a altura do
triangulo se aproxima do raio. A comparacao ¢ apresentada com uma seta visual indicando

essa convergéncia, por exemplo: “h = 2.92 - r = 3.00”. Essa representagdo reforga a
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ideia de que os tridngulos inscritos estdo, progressivamente, se tornando mais semelhantes a
segmentos radiais do circulo.

A animacao segue esse processo até alcancar o poligono de 32 lados. Neste momento,
a figura do poligono ja se confunde com a forma do circulo, e a diferenga entre suas areas ¢
praticamente insignificante. Visualmente, € possivel perceber que, quanto maior o nimero de
lados do poligono, mais ele se aproxima da area do circulo, demonstrando com clareza o
método de exaustdo. A animacdo encerra-se com uma breve pausa contemplativa, permitindo
ao espectador refletir sobre o processo de aproximagao e a beleza matematica envolvida nesse

raciocinio.

Figura 20: Animacdo do método da Exaustdo

At Tre ~~ 28.2
Poligono de 6 lados
b=3.00
h=2.60
D

Fonte: Produzido pelo autor. Disponivel em: https://voutu.be/Uoz2hSNtYL 4

Animacao 2: Método de Completar Quadrados

A animacao comeca com um fundo branco limpo, que cria um contraste nitido com os
elementos que aparecerdo. Surge, entdo, uma equac¢do quadritica em letras grandes e
amarelas: "a x> + bx + ¢ = 0". Essa ¢ a primeira introdugio ao tema, e o espectador tem
trés segundos para absorver a informagao antes de passar para a proxima etapa.

Em seguida, a equagdo se transforma suavemente, revelando uma forma alternativa:
b c , . . .
"x? + (Z) x + (Z) = (". Essa mudanca ¢ sutil, mas importante, e ¢ acompanhada de uma

pausa de dois segundos para que o publico possa entender essa nova representacdo da equagao.

Logo ap6s, um quadrado vermelho aparece no centro da tela, simbolizando o termo x>.
Embaixo do quadrado, o texto "Area: x2" surge, reforcando a ideia de que estamos lidando
com uma area geométrica. Durante quatro segundos, a animacao destaca a area do quadrado
com um leve efeito de vibra¢ao, chamando a atencao do espectador.

Em seguida, um retangulo verde entra em cena, representando o termo linear da
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“ o . ~ b . .y
equagao. O texto ao lado indica: "Dimensdes: ;", o que ajuda a conectar a parte algébrica com

a representacdo geométrica. Novamente, a area do retdngulo vibra suavemente, enfatizando
sua relevancia na compreensao do conceito, e isso acontece ao longo de mais quatro segundos.

Apos a apresentacao do retangulo, um quadrado azul surge na tela, simbolizando o

, . ‘ b?
complemento necessario para completar o quadrado. Ao lado, aparece o texto "Area: (E)"’

que indica a importancia desse complemento na transformacdo da equacdo. A area do
quadrado azul também ganha um efeito vibrante, mantendo a ateng¢ao do publico.

Na sequéncia, os retdngulos verdes se movem e se transformam, ilustrando o processo
geométrico de ajuste que ocorre ao completar o quadrado. O texto que aparece diz: "Ajustando
para completar o quadrado"”, guiando o espectador sobre o que estd acontecendo. Essa cena
dura cinco segundos, permitindo uma visualizagdo clara da dindmica entre os elementos.

A cena culmina com a apari¢ao de um quadrado roxo, que representa a nova forma da

2
~ b " RT \
expressao: ”(x + —Za) . O texto surge com clareza, mostrando ao publico que chegamos a

expressao final do processo de completar quadrados. Essa parte dura quatro segundos, durante

0s quais a animagao mantém a atencao do espectador.

o ) . o c b2
As equacgdes finais aparecem logo em seguida, exibindo: "Z - (E) =0"e"x =
—b+Vb2xaxc,, ~ . ..
— Essas expressdes ajudam a conectar a técnica de completar quadrados aos

resultados praticos, e essa exibi¢ao ocorre ao longo de seis segundos.

Finalmente, a cdmera se afasta, proporcionando uma visdo geral da cena, enquanto o
texto finaliza com uma mensagem inspiradora: "A Matematica se revela através da
geometria!" Esta ultima cena dura cinco segundos, encerrando a animag¢do de forma

memoravel.

Fi

Fonte: Produzido pelo autor. Disponivel em: https:/youtu.be/ww2pSMeXDCw
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Animacgao 3: Principio de Cavalieri

A animacgdo comeca com a apresentacao do titulo "Principio de Cavalieri" no topo da

tela, seguido pela exibicao da defini¢ao formal do principio, que explica que duas figuras com
a mesma altura e mesma largura em todos os pontos ao longo dessa altura possuem areas
iguais. Apos trés segundos, a definicdo desaparece, dando lugar a visualizagdo das figuras
geométricas.
Dois objetos aparecem simultaneamente: um retangulo azul no lado esquerdo e um
paralelogramo verde no lado direito da tela, cada um com seu respectivo rotulo
identificando-o. A demonstracdo principal comega quando seis linhas horizontais amarelas
atravessam o retangulo de um lado para o outro, enquanto linhas laranjas correspondentes
aparecem no paralelogramo, mostrando visualmente como cada fatia horizontal possui
exatamente o mesmo comprimento em ambas as figuras em cada nivel de altura.

Uma linha vertical tracejada branca surge entre as duas figuras, acompanhada pelo
rotulo "h = 3", representando a altura comum a ambas as formas geométricas. Textos acima
de cada figura confirmam que o comprimento de todas as fatias horizontais ¢ igual a
2 unidades em ambos o0s casos.

Finalmente, os célculos de area aparecem abaixo de cada figura, demonstrando
matematicamente que tanto o retangulo quanto o paralelogramo possuem darea igual a 6
unidades quadradas (2 X 3), comprovando visual e numericamente o Principio de Cavalieri.
A animacdo enfatiza como, apesar das formas diferentes, a equivaléncia nas dimensdes

das fatias horizontais em cada nivel resulta necessariamente em areas iguais.

Figura 22: Animagao do Principio de Cavalieri

Principio de Cavalieri

Comprimento = 2

Retangulo Paralelogramo

A, =bxh=2x3=6 A, =bxh=

Fonte: Produzido pelo autor. Disponivel em: https://voutu.be/VibNRXWdWAQ
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Animacio 4: Teorema Fundamental do Calculo

A animagao comega apresentando o titulo “Teorema Fundamental do Calculo” no
centro da tela. Depois de alguns segundos, esse titulo desaparece suavemente e da lugar a
explicagdo principal do teorema, que diz o seguinte: “Se f for integravel em [a, b] e F for uma
primitiva de f em [a, b], entéo f; f(x)dx = F(b) — F(a)" que significa, se uma fungdo pode
ser integrada em um determinado intervalo, e se existe outra funcdo que representa a
antiderivada dela naquele intervalo, entdo a area sob a curva pode ser calculada usando os
valores dessa antiderivada nas extremidades do intervalo. Apos essa explicagdo tedrica, o
texto também some da tela.

Em seguida, aparece um sistema de eixos cartesianos na parte inferior da tela. Nele, ¢
desenhada uma curva azul, e em seguida aparece f(x).

Logo depois, dois pontos a ¢ b sdo destacados na base do gréafico, sobre o eixo x,
marcando os limites inferior e superior do intervalo de integracdo. Esses pontos recebem
pequenas legendas abaixo de cada um.

Com o intervalo definido, surgem quatro retdngulos verdes sob a curva, espacados
igualmente, com base no eixo x e altura determinada pelo valor da curva f(x) no inicio de
cada subintervalo. Um desses retdngulos ¢ destacado com mais detalhes: aparecem uma linha
indicando a base, outra mostrando a altura, e dois textos pequenos explicando que essas
medidas representam a largura do intervalo (Ax) e o valor da fung¢do naquele ponto especifico
(FC).

No topo do grafico, aparece a descricdao geral da ideia da soma de Riemann, que ¢ a
soma das areas desses retingulos como uma aproximacdo da area total sob a curva,
representada por )1, f(x])Ax. Para tornar essa aproximagdo mais precisa, a animag¢ao mostra
um aumento gradual no namero de retangulos, de 4 para 8, depois para dezesseis e, por
fim, 32, tornando-os mais estreitos € numerosos, o que melhora a precisdo visual da area
representada.

Com isso, a expressao no topo muda para refletir a ideia de que, conforme o nimero

de retdngulos tende ao infinito, representada por lim Y7, f(x;)Ax, essa soma se transforma
n—->oo
exatamente na area sob a curva entre os dois pontos do intervalo, o que corresponde a
b . . ~
fa f(x)dx, ou seja, integral definida da fungao.

Em seguida, os retangulos desaparecem da tela, sendo substituidos por uma area

sombreada continua entre os dois pontos marcados, mostrando de forma clara e visual que a
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integral representa a area sob a curva nesse intervalo.

Para finalizar, aparece a animacdo reforcando o resultado central do teorema,

b . . . . L. \
fa f(x)dx = F(b) — F(a), explicando que a integral da fung¢do nesse intervalo ¢ igual a
diferenca entre os valores da funcao antiderivada no ponto final e no ponto inicial. A

animacdo termina com essa ideia clara e visualmente destacada.

Figura 23: Animagdo do Teorema Fundamental do Célculo

Fonte: Produzido pelo autor. Disponivel em: https:/voutu.be/RM_31.0dVXwY

7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho de conclusdo de curso teve como objetivo compreender de que maneira a
articulagdo entre a Historia da Matematica e as Tecnologias Digitais pode contribuir para o
ensino do conceito de area no Calculo Integral. Inspirado em projetos de pesquisa em que estive
inserido ao longo da graduacdo, esta investiga¢do aprofundou-se na produ¢do de videos
matematicos animados utilizando o Manim.

Partindo de uma fundamentacao tedrica robusta, foram resgatados episddios historicos
que permearam a constru¢do do conceito de area ao longo do tempo, desde Eudoxo, Arquimedes
e Cavalieri até as formulagdes de Newton, Leibniz e Riemann. A historicidade do conceito nao
foi aqui tratada como um fim em si mesma, mas como um recurso didatico capaz de inspirar
metodologias mais reflexivas e situadas no tempo. A sistematiza¢do desses episodios, aliada a
producao de animagdes digitais, permitiu construir uma linha narrativa visual que auxilia na
compreensdo conceitual do Calculo Integral, historicamente enraizada e esteticamente
acessivel.

As animagdes produzidas neste trabalho demonstraram o potencial dos recursos visuais

para tornar o aprendizado mais significativo. O Manim, embora exija conhecimentos prévios
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em programacao, provou-se uma ferramenta poderosa na representa¢do dinamica de conceitos
matematicos. A experiéncia de codificar videos que representem processos matematicos como
o método da exaustdo, o principio de Cavalieri ¢ o Teorema Fundamental do Calculo
proporcionou a mim uma nova forma de pensar o ensino da Matematica: menos linear, mais
visual, mais conectado a linguagem dos estudantes.

Do ponto de vista pedagogico, acreditamos que a abordagem utilizada neste trabalho
contribui para uma Educacdo Matematica mais contextualizada, interdisciplinar e critica. A
intersecdo entre Historia da Matematica, programagdo e visualizagdo grafica instiga novas
praticas formativas, tanto para o estudante quanto para o futuro professor. Nesse sentido, este
trabalho também dialoga com as propostas da educacdo STEAM, integrando ciéncia,
tecnologia, engenharia, artes e matematica como linguagens complementares para a constru¢ao
do conhecimento.

No entanto, reconhecemos que esta pesquisa tem suas limita¢des. Por se tratar de uma
monografia de conclusdo de curso, ndo foi possivel realizar uma implementagao em sala de aula
com avaliagdo empirica dos videos produzidos. Além disso, a curva de aprendizagem do
Manim, somada a necessidade de conhecimento em Python, pode ser uma barreira para
docentes que ndo dominam tais tecnologias. Isso aponta para a necessidade de capacitacao
continuada e de uma maior inser¢ao das linguagens de programacao na formagdo inicial de
professores, no componente de Introdugdo a Informatica.

Como desdobramento desta investigagdo, abrem-se caminhos promissores para
aprofundamentos futuros. Sugere-se expandir o uso do Manim para abordar visualmente outros
topicos do Calculo Diferencial e Integral, investigar empiricamente os efeitos das animagdes
produzidas sobre o aprendizado dos estudantes em contextos escolares ou de formacao docente,
desenvolver programas de capacitagdo voltados para o ensino de programagdo aplicada a
Educacao Matematica, criar comunidades colaborativas online que compartilhem e analisem
recursos didaticos visuais com base em Historia da Matematica e disponibilizar os videos
produzidos em plataformas abertas, promovendo o acesso democratico a materiais inovadores
e instigando redes de troca entre educadores.

Conclui-se, portanto, que a Historia da Matematica, aliada as Tecnologias Digitais,
especialmente no contexto da producao de videos com o Manim, constitui-se como uma
estratégia promissora para o ensino do Calculo. Para além das féormulas e algoritmos, ensinar
Matematica ¢ também contar historias, despertar curiosidades e criar pontes entre o
conhecimento ancestral e os desafios do presente. E nessa travessia entre a rigidez formal e a

fluidez da inovacao que reside a poténcia transformadora deste trabalho.
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